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ELTE-TTK, Operacidkutatasi tanszék

@ Jelblések, alapvetd ismeretek
@ Algoritmusok futasideje, polinomialis algoritmusok
@ Grafok, graf-reprezentaciok
Graf keresések
Grafok reprezentélasa
Legrdvidebb utak
@ Altalanos sulyfliggvény mellett
e Tortoptimalizélas



Algoritmusok futasideje

Definicio
Algoritmus futasidején vagy

@ egy adott bemeneten megtett Iépések szamat
vagy

@ a megtett Iépesek szamanak a bemenet méretétdl valo fiiggését
(atlagosan, legrosszabb esetben, gyakorlati példakon)
értjik.

@ Mi a ,bemenet mérete?” @ Miegy ,lépés™?



Algoritmusok futasideje

Definicio
Algoritmus futasidején vagy

@ egy adott bemeneten megtett Iépések szamat
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Algoritmusok futasideje

Definicio
Algoritmus futasidején vagy

@ egy adott bemeneten megtett Iépések szamat
vagy

@ a megtett Iépesek szamanak a bemenet méretétdl valo fiiggését
(atlagosan, legrosszabb esetben, gyakorlati példakon)

értjik.

@ Mi a ,bemenet mérete?” @ Miegy ,lépés™?
Definicié (O(-) jel6lés)

@ f=0(9), hadce R, ny €N, hogyVn > ng-ra f(n) < cg(n)

@ f=0Q(g9), hadc e R, ng € N, hogy ¥n > ng-ra f(n) > cg(n)

Definici6
Egy algoritmus polinomiélis, ha 3k, hogy futasideje O(n¥).




Dinamikus programozas

Az eredeti feladatot ,nem til sok” (polinomialis darab) egymasra épulo
részfeladat kiszdmitasara bontjuk.
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Dinamikus programozas

Az eredeti feladatot ,nem til sok” (polinomialis darab) egymasra épulo
részfeladat kiszdmitasara bontjuk.

Példa (Binomialis egyitthatok kiszamitasa (csak 6sszeadassal))

° (’r(:) = Wlk)'
°(n)_ 1, hak=0vagyk =n
KU (M) + (Z))  egyébként

<

Van p darab targyunk amiknek sdlya rendre wy, W, . .., Wy, az érték-k
pedig ¢1, Cs, . . ., Cp. A hatizsakunkban legfeljebb W sulyt birunk el. E
feltétel mellett szeretnénk a lehet6 legtdbb értéket magunkkal vinni.
Tegylk fel, hogy a sulyok egész szamok és W ,nem tul nagy”.

p p
max {Z CiX; : Z wix; < W és Vi-re x; € {0, 1}} (1)
i=1

i=1

4



Grafok

Definicié (Iranyitott graf)

@ G=(N,A), ahol N a cstcsok (véges) halmazaés AC N x N az
élhalmaz

o Jelblés: n:=|N| ésm:= |A|
@ a=(i,j) € Aélneki afarka [s(a)] és | a feje [t(a)]
® pa(v) = p(v) := {(i,v) € A}
® 5a(v) = 5(v) = {(v.)) € A}
@ G'=(N,A), részgraf, haN' C N és A’ C A.
@ G' = (N, A') feszitett részgraf, haN' = N és A’ C A.
@ G' = (N, A') indukalt részgraf, ha N’ C N és
A ={(i,j) € Ali,j e N'}.

Ez a definici6 nem engedi meg a parhuzamos éleket. Ettdl figgetlendl
(szinte) minden miikddni fog parhuzamos éleket tartalmazé grafokra is.



Grafok II.

Definicié (Utak, Sétak)

@ {ai,a,...,ax} C A, iranyitott séta, haVi-re t(a;) = s(aj;1).
@ Egy iranyitott séta iranyitott ut, ha nem ismétlédik benne egyik
csucs sem.

@ Egy iranyitott séta iranyitott kérséta, ha t(ax) = s(a1).

@ Egy irdnyitott kérséta iranyitott kor, ha {a1, ap, . . . , ak—1 } iranyitott dt.

@ (iranyitatlan) séta, (iranyitatlan) ut,(iranyitatlan) kérséta, (iranyitatlan)
kor: mint az elbzbek, de az élek mindkét iranyban allhatnak.

Definicié (Osszefiiggéség)
A G = (N, A) iranyitott graf
@ Jsszefiiggo, haVi,j € N-re3 egy i ~ | dt.
@ erdsen 0sszefliggb, haVi,j € N-re 3 egy i ~ j iranyitott ut.
@ DAG (Directed Acyclic Graph), ha nem tartalmaz iranyitott kért.




Graf (halozat) reprezentaciok

@ Csucs-csucs adjacencia matrix

N [ 1, ha(ij)ecA
o Me{0,1}™", m;:= { 0, egyébként

@ Csucs-él incidencia matrix
1, ha3je N:a=(i,))
o Mc {0, 1}NA mi,:={ -1, ha3jeN:a= (i)
0, egyébként
@ Ellista reprezentaci6 (Adjacency list)
@ Ki-csillag, be-csillag (Forward and Reverse Star) reprezentacié



Feladatok (dinamikus programozas)

Adott egy G = (N, A) iranyitott graf. Adjunk algoritmust, ami eldénti,

hogy van-e paratlan hosszu iranyitott kér a grafban.
@ Es ha paratlan helyett parost kérdeziink?

Adott egy G = (N, A) DAG, s € N. Jel6lje a(i) a kiilénbdzd s ~- i utak

szamat G-ben. Adjunk O(m) ideji algoritmust, ami kiszamolja «(/)-t
minden /i € N-re.

Dac



Reklam

LEMON

Graph Library
http://lemon.cs.elte.hu

@ Nyilt forraskodu C++ library grafokkal (hal6zatokkal) kapcsolatos
optimalizalasi feladatok megoldaséara

@ Cél: Olyan eszkdztar létrehozasa, amely egyszerre alkalmas
kutatési feladatokban és ipari felhasznélésra.

o Nyilt forraskdd, kereskedelmi felhasznalast is biztosito licenc

(a leggyorsabb a piacon)
@ Megbizhato, kiterjedt implementacio
@ ~ 55000 erdsen optimalizalt kédsor
e Windows, Unix tdmogatéas kulénféle forditokkal

@ Fejlesztd kerestetik!!!


http://lemon.cs.elte.hu

Graf keresés

1: procedure SEARCH(G, s)

2. VYveNrem(v):=0

3 m(s) :=1

4:  pred(s) := 0; order(s) := 1

5: next :=

6: LIST := {s}

7 while LIST # 0 do

8 Kivalasztunk egy i € LIST csucsot
9 if 3(i,j) € 6(;(/) m(j) = 0 then

10: m(j) :=

11: pred(j) =i

12: next := next + 1; order(j) := next
13: LIST := LIST U {j}

14: else

15: LIST := LIST \ {i}

16: end if

17: end while
18: end procedure

> Minden csucs jeléletlen (eléretlen)
> kivéve s

> Feldolgozandé cslcsok listaja

> j-t megjeldljik, mint elértet




Graf keresés

. procedure SEARCH(G, s)

Vv € N-re m(v) := 0

m(s) =1

pred(s) := 0; order(s) := 1
next ;=1

LIST := {s}

while L/ST # 0 do
Kivalasztunk egy i € LIST cslcsot
if 3(i,j) € 6g(i), m(j) = 0then
m() := 1
pred(j) =i

next := next + 1; order(j) := next

LIST := LIST U {j}
else
LIST := LIST \ {i}
end if
end while

18: end procedure

> Minden csucs jeléletlen (eléretlen)
> kivéve s

> Feldolgozandé csticsok listaja

> j-t megjel6ljik, mint elértet

Megjegyzés
Van szabadsagunk abban, hogy melyik cstcsot valasszuk ki 8-nal.




Graf keresés |I.

Allitas

Futasidé: O(m)

(Ha a LIST -miiveletek O(1))




Graf keresés |l.

Allitas

Futasidé: O(m)

(Ha a LIST -miiveletek O(1))

pred : N — N egy s-gyokerii kifele iranyitott fat (ki-fenyét) hataroz meg,
ami

@ pontosan az s-bél iranyitott Gton elérhetd csucsokat fesziti

@ iranyitatlan graf esetén fesziti az s-et tartalmazé dsszefliggd
komponenst.




Graf keresés |I.

Allitas

Futésidé: O(m)

(Ha a LIST -miiveletek O(1))

pred : N — N egy s-gyokerii kifele iranyitott fat (ki-fenyét) hataroz meg,
ami

@ pontosan az s-bél iranyitott Gton elérhetd csucsokat fesziti

@ iranyitatlan graf esetén fesziti az s-et tartalmazo 6sszefiiggd
komponenst.

Allitas

Ez a fa minden s-bél irdnyitott tton elérheté t pontra meghataroz egy
egyertelmii s ~ t (irdnyitott) utat.




Szélesséqi keresés (Breadth-First Search, BFS)

LIST legyen egy sor (queue)




Szélesséqi keresés (Breadth-First Search, BFS)

LIST legyen egy sor (queue)

Allitas
Minden t pontra a BFS-fenyé altal meghatarozott s ~ t it egy
legrévidebb (minimalis élszamu) ut G grafban.




Ellistas abrazolas

Graf-struktara

o Elek

@ m: int
sources: int[M]
targets: int[M]
next_out: int[M]
next_in: int(M]

@ Csulcsok
e n:int
o first_out: int[N]
o first_in: int[N]

1: function ADDNODE
2 n+«n+1

3 first_out[n] < 0O
4: first_in[n] < 0

5 return n

6: end function

1

1: function ADDEDGE(/, /)

2: m<+— m+1

3 sources[m| < i

4 targets|m] + j

5: next_out[m] + first_out|i]
6: next_in[m] < first_in[j]
7 first_out[i] < m

8 first_in[j] <~ m

9: return m

0: end function




Ellistas abrazolas

Graf-struktara
o Elek
@ m: int

e targets: int[M]
e next_out: int[(M]
e next_in: int(M]

@ Csulcsok
e n:int
o first_out: int[N]
o first_in: int[N]

1: function ADDNODE
2 n+«n+1

3 first_out[n] < 0O
4: first_in[n] < 0

5 return n

6: end function

1

1: function ADDEDGE(/, j)
m<+ m-+1

N

4 targets[m] + j

5 next_out[m] + first_out|i]
6: next_in[m] < first_in[j]
7 first_out[i] < m
8: first_in[j] <~ m
9: return m
0: end function




Ellistas abrazolas

Graf-struktira

@ Elek
e m:int @ Csucsok
e n:int
e targets: int[M] o first_out: int[N]
@ next_out: int[M]
1: function ADDNODE 1: function ADDEDGE(/, /)
2: n«—n+1 2: m<+— m-+1

3: first_out[n] < 0

4: targets[m] « j
5: return n 5: next_out[m] + first_out|i]
6: end function

7 first_out[i] < m

9: return m
10: end function




BFS

1: procedure BFS(s)

2: | : bool[m], pred : int[m]

3: Vi e {1...m}-re l[i] + false
4: I[s] + true

5: pred[s] + 0

6: LIST < {s}

7: while LIST # ( do

8: Kivalasztjuk a i € LIST csucsot
9: LIST < LIST \ {i}

10: e < first_out(i]

11: while e # 0 do

12: j < targets|e]

13: if /[j] = false then
14: I[j] - true
15: pred[j] < (i,e)
16: LIST + LIST U {j}
17: end if
18: e < next_out|e]
19: end while

20: end while
21: end procedure

> Kovetkez6 él




BFS

1: procedure BFS(s)

2: I : bool[m], pred : int[m]

3:  Vie{1...m}rel[i] < false

4: I[s] + true

55 pred[s] + 0

6:  LIST :int[n], Ith«1, It 1

7: LIST[lt] < s, [It+«+ It+1

8: while /h # It do

9: i« LIST[IA]

10: Ih <+ Ih+1

11: e « first_out[i]

12: while e # 0 do

13: j «+ targets[e]

14: if /[j] = false then

15: I[j] + true

16: pred[j] < (i, e)

17: LIST[H] + j, It < It+1
18: end if

19: e < next_out[e] > Kovetkez6 él
20: end while

21: end while
22: end procedure




Mélységi keresés (Depth-First Search, DFS)

LIST legyen egy verem (stack)




Mélységi keresés (Depth-First Search, DFS)

LIST legyen egy verem (stack)

Allitas
A DFS fenybben

@ haj ,leszarmazottja” i-nek (azaz van egy i ~ j Ut a DFS fenyében
és i # j), akkor order(j) > order(i).

@ egy pont leszarmazottjainak sorrendjei (order értékei) egy
intervallumot alkotnak.




Mélységi keresés (Depth-First Search, DFS)

LIST legyen egy verem (stack)

Allitas
A DFS fenybben

@ haj ,leszarmazottja” i-nek (azaz van egy i ~ j Ut a DFS fenyében
és i # j), akkor order(j) > order(i).

@ egy pont leszarmazottjainak sorrendjei (order értékei) egy
intervallumot alkotnak.

Bizonyitsuk be a fenti allitdsokat. I

Legyen G iranyitatlan graf, T a DFS altal megtalalt feny6 és (k,/) € A\ T.
Ekkor vagy k leszarmazottja /-nek vagy / leszarmazottja k-nak T-ben.

[m] = =



Topologikus sorrend

Definicio
A G = (N, A) gréaf csucsainak egy order : N — N sorrendjét topologikus
sorrendnek nevezziik, ha minden (i, ) € A élre order(i) < order(j).




Topologikus sorrend

Definicio
A G = (N, A) graf csucsainak egy order : N — N sorrendjét topologikus
sorrendnek nevezziik, ha minden (i,j) € A élre order(i) < order(j).

Tétel

Egy grafnak pontosan akkor van topologikus sorrendje, ha nem
tartalmaz iranyitott kért (DAG).




Topologikus sorrend

Definicio
A G = (N, A) graf csucsainak egy order : N — N sorrendjét topologikus
sorrendnek nevezziik, ha minden (i,j) € A élre order(i) < order(j).

Tétel

Egy grafnak pontosan akkor van topologikus sorrendje, ha nem
tartalmaz iranyitott kért (DAG).

Algoritmus

1: next:=1

2: while G # () do

3: Valasszunk ki egy i csucsot, amibe nem megy be él > Van ilyen?
4: order(i) := next; next := next + 1

5: Toréljuk ki G-bdl i-t (és a belble kiindul6 éleket)

6: end while




Topologikus sorrend

Definicié
A G = (N, A) gréaf csucsainak egy order : N — N sorrendjét topologikus
sorrendnek nevezziik, ha minden (i, ) € A élre order(i) < order(j).

Tétel

Egy grafnak pontosan akkor van topologikus sorrendje, ha nem
tartalmaz iranyitott kért (DAG).

Algoritmus

1: next:=1

2: while G # () do

3: Valasszunk ki egy i csdcsot, amibe nem megy be él > Van ilyen?
4: order(i) := next; next := next + 1

5: Toréljuk ki G-bdl i-t (és a belble kiindul6 éleket)

6: end while

4

Adjuk meg a fenti algoritmus egy hatékony (O(m —+ n) futési ideji)
megvaldsitasat.




DAG Példa: BKK menetrend

Menetrend graf
V={(s,t):seS,teTs} A:= AupU Achange, ahol
@ S a megallék halmaza,

@ 75 az s megalléba érkezd jaratok halmaza,

@ Az azonos Utvonalon kiildnbdz6 idében haladé jarmivek kilon
jaratnak szamitanak.

@ Auip :={((s1,1),(s2,1)) : 51 és s, a t két egymast kdvetd megalldja},
@ Achange := {((s, 1), (s, &2)) : a t;-rbl a to-re &t lehet szallni az s-ben}
e gyaloglas éleket is hozzaadhatunk adni a kézeli megallok kdzott




DAG Példa: BKK menetrend

Menetrend graf
V = {(S, t) RS S, t € 7;} A = A[rjp U Achange, ah0|
@ S a megallék halmaza,

@ 7 az s megalléba érkezd jaratok halmaza,

@ Az azonos Utvonalon kiildnbdz6 idében haladé jarmivek kilon
jaratnak szamitanak.

@ Apip :={((s1,1), (52, 1)) : 51 és s, a t két egymast kévetd megalldja},
@ Achange := {((s, 1), (s, &2)) : a t;-rbl a to-re &t lehet szallni az s-ben}
e gyaloglas éleket is hozzdadhatunk adni a kdzeli megallok kézott

v

@ BKK menetrend:
https://lemon.cs.elte.hu/trac/lemon/wiki/AlkMod2013

o Fel kell fizikailag épitenlink a fenti a grafot a memaoridban?

@ Célfiggvény: Minimalis utazasi id6, legkevesebb atszallas,
legkevesebb gyaloglas (vagy ezek kombinacioja.)

@ Alternativ Utvonaltervek keresése




Legrévidebb utak iranyitott grafokban

Definici6 (Legrévidebb ut probléma)

Adott egy G = (N, A) graf és egy ¢ : A— R hosszfliggvény az éleken,
fovabba s, t € N csucsok.

Keresslik a legrévidebb s ~ t utat.




Legrévidebb utak iranyitott grafokban

Definici6 (Legrévidebb ut probléma)

Adott egy G = (N, A) graf és egy ¢ : A— R hosszfliggvény az éleken,
fovabba s, t € N csucsok.

Keresslik a legrévidebb s ~ t utat.

El6feltevések
@ Giranyitott graf (= iranyitott utat keresiink).

@ G nem tartalmaz negativ kort (azaz negativ 6sszhosszlsagu
iranyitott kort)

@ s-bol minden pont elérhetd iranyitott it mentén
@ (Néha) A hosszUsagértékek egész szamok (¢ : A — Z)




Legrévidebb utak iranyitott grafokban

Definici6 (Legrévidebb ut probléma)

Adott egy G = (N, A) graf és egy ¢ : A— R hosszfliggvény az éleken,
tovabba s, t € N csucsok.

Keressiik a legrévidebb s ~~ t utat.

El6feltevések
@ Giranyitott graf (= iranyitott utat keresiink).

@ G nem tartalmaz negativ kort (azaz negativ 6sszhosszlsagu
iranyitott kort)

@ s-bol minden pont elérhetd iranyitott it mentén
@ (Néha) A hosszUsagértékek egész szamok (¢ : A — Z)

Valtozatok

@ Keresslink utat s-bél az 6sszes tobbi pontba

e nemnegativ élhosszok esetén o tetszdleges élhosszokkal.
@ Keresslink utat mindenhonnan mindenhova.
@ Egyéb éaltaldnositasok

@ Iddkorlatos legrévidebb Gt, max kapacitasu ut, fordulasok bintetése, ...




Legrévidebb utak faja

Allitas

Legyen p egy s ~~ t legrévidebb ut. Ekkor p minden részdtja is egy
legrévidebb ut annak két végpontja k6zott.

(Emlékeztetb: Feltettiik, hogy G-ben nincs negativ kér!)




Legrévidebb utak faja

Allitas
Legyen p egy s ~~ t legrévidebb ut. Ekkor p minden részdtja is egy
legrévidebb ut annak két végpontja k6zott.
(Emlékeztetb: Feltettiik, hogy G-ben nincs negativ kér!)
Allitas

Minden s ~ t iranyitott séta felbonthatd egy s ~ t Ut és irdnyitott
kérék unidjara.




Legrévidebb utak faja

Allitas
Legyen p egy s ~~ t legrévidebb ut. Ekkor p minden részdtja is egy

legrévidebb ut annak két végpontja k6zott.
(Emlékeztetb: Feltettiik, hogy G-ben nincs negativ kér!)

Allitas
Minden s ~ t iranyitott séta felbonthatd egy s ~ t Ut és irdnyitott
korék unidjara.
Tétel
Jelélje d(i) a legrévidebb s ~~ i Ut hosszat. Ekkor
@ Minden (i) € A élre d(j) — d(i) < ¢;
@ Egy p s ~ u Ut pontosan akkor legrévidebb, ha minden (i, ) € p élre
d(j) —d(i) = ¢j
Allitas
Az s-bél kiinduld legrévidebb utak megvalaszthatok tgy, hogy egy s
gyokerd ki-fenydt alkossanak.



Legrévidebb ut DAG-ban

Tétel
Egy DAG-ban a legrévidebb utak faja O(m) idében meghatarozhato.

Bemend éleken dolgoz6 algoritmus

1: procedure DAGSHORTESTPATH(G, c, S)

2: Rendezzik G pontjait topologikus sorrendbe

3 Hagyjuk el az s el6tti pontokat > Ezek nem érhetdk el s-bol
4 d(s) :=0,pred(s) :=0

5: forVj € N, j # s, topologikus sorrendben do

6: (imin: ) := argmin{d(i) + c; - (i.j) € p())}

7 d(j) == d(imin) + Ciyyj

8 pred(j) == (imin, /)

9 end for

10: end procedure




Legrévidebb ut DAG-ban II.

Kimend éleken dolgozé algoritmus

1: procedure DAGSHORTESTPATH(G, c, S)

2: Rendezzik G pontjait topologikus sorrendbe
3 Hagyjuk el az s el6tti pontokat > Ezek nem érhetdk el s-bol
4: forVie N,i+# sdo

5 d(i) .= o0

6: end for

7 d(s) := 0, pred(s) :=

8: forVie N, i # s, topologikus sorrendben do
9: forj: (i,j) € 6(i) do
10: if d(i) + c;j < d(j) then
11: d(j) ;== d(i) + cj
12: pred(j) := (i,))
13: end if
14: end for

15: end for
16: end procedure




Legrovidebb Ut nemnegativ élhosszak esetén

Dijkstra algoritmus
procedure DIUKSTRA(G = (N, A), c, s)

1:
22 S:=0,S=N

3 forVie N,i # sdo

4: d(i) =

5: end for

6: d(s) := 0, pred(s) :=

7. while S # () do B

8: i :=argmin{d(j) : j € S}

9: S:=Su{i}, S:=8\{i}
10: for i : (i) € 6(i) do

11: if d(i) + c;j < d(j) then

12: d(j) == d(i) + ¢

13: pred(j) = (i,))

14: end if

15: end for

16: end while
17: end procedure




Legrovidebb Ut nemnegativ élhosszak esetén

Dijkstra algoritmus

1: procedure DIJKSTRA(G = (N, A), ¢, s)

2: S:=0,S:=N

3: forVie N,i+# sdo

4: d(i) == oo

5:  endfor

6:  d(s):=0,pred(s) :=0

7:  while S # 0 do

8: i := argmin{d(j) : j € S}
9: S:=SuU{i}, $:=3\{i}
10: fori: (i,j) € (i) do

11: if d(i) + ¢; < d(j) then
12: d(j) := d(i) + ¢
13: pred(j) := (i,])

14: end if

15: end for

16: end while
17: end procedure

Bizonyitas (Helyesség)

S méretére vonatkozd indukcidval. Indukcids hipotézis:

(1) Minden i € S-re d(i), helyes azaz a legrévidebb s ~ i Ut hossza.
(2) Minden i € S-re d(i) := min{c(p) : pegy s ~ i itésp C SU{i}}




Dijkstra algoritmus futasideje

Futasidé (primitiv implementacio): O(n? + m)
@ a d(i) értékeket egy témbben taroljuk
@ Csucs kivalasztas: n+(n—1)+(n—2) +---+1 = 0O(n?)

@ Tavolsagértékek (d(i)-k) frissitése: Z [0(7)] = m.
ieN




Dijkstra algoritmus — heap (kupac) implementacio

Dijkstra algoritmus

1: procedure DIJKSTRA(G = (N, A), ¢, s)
2 create-heap(H)

3 forVie N,i# sdo

4: d(i) := o0

5: end for

6: d(s) :=0,pred(s) :=0
7

8

9

insert(s,H)
while H # () do
find-min(i,H), delete-min(H)

10: fori: (i,j) € 6(i) do
11: val := d(i) + cj
12: if val < d(j) then
13: d(j) := val
14: pred(j) := (i, )
15: if j € H then
16: decrease-key(val,j,H)
17: else
18: insert(j,H)
19: end if
20: end if
21: end for

22: end while
23: end procedure




Dijkstra algoritmus — heap (kupac) implementacio

Dijkstra algoritmus

1: procedure DIKSTRA(G = (N, A), ¢, s)
. create-heap(H)
3. forvie N,i#sdo

4 d(i) == oo
g: end for

. d(s):= 0, pred(s) := 0
7 insert(s,H)
8:  whileH # 0 do
9 find-min(i,H), delete-min(H)
10: fori: (i, ) € 5(i)do
11: val := d(i) + Gj
12: if val < d(j) then
13: d(j) := val
14: pred(j) := (i, )
15: ifj € Hthen
16: decrease-key(val,j,H)
17: I
18: ¢ s\ensert(j,i-()
59; end if
5
22:  end while
23: end procedure

Tétel (Dijkstra futasideje heap adatstruktiraval)

A Dijkstra algoritmus futasideje O(nTy + mTk), ahol Ty, egy min. kulcsu
elem kivalasztasanak, Tk egy kulcscsékkentésnek az ideje.




Dijkstra algoritmus

Futasidd (primitiv implementacié): O(n? + m)
@ Min. csucs kivalasztas: O(n)
@ Kulcscsokkentés: O(1).




Dijkstra algoritmus — Dial implementacié

c:A—{0,1,2,...,C}

Dial-féle implementéacié
@ Csinalunk nC + 1 darab tarolét: By := {i € N: d(i) = k}.
@ Nyilvantartjuk a legkisebb index dp, indexet, amire B, nem Ures.
@ Minden iteracioban frissitjlik Bx-kat €s dp;,-t.




Dijkstra algoritmus — Dial implementacié

c:A—{0,1,2,...,C}

Dial-féle implementéacié
@ Csinalunk nC + 1 darab tarolét: By := {i € N : d(i) = k}.
@ Nyilvantartjuk a legkisebb index dp, indexet, amire B, nem Ures.
@ Minden iteracioban frissitjlik Bx-kat €s dp;,-t.
Tétel (Futasidd)
A fenti implementacic futasideje O(nC + m).




Dijkstra algoritmus — Dial implementacié

c:A—{0,1,2,...,C}

Dial-féle implementéacié
@ Csinalunk nC + 1 darab tarolét: By := {i € N : d(i) = k}.
@ Nyilvantartjuk a legkisebb index dp, indexet, amire B, nem Ures.
@ Minden iteracioban frissitjlik Bx-kat €s dp;,-t.
Tétel (Futasidd)
A fenti implementacio futasideje O(nC + m).

Allitas
Ha egy iteracioban az i € N csucsot dolgozzuk fel, akkor minden j € N,
d(j) < oo cstcsra d(j) < d(i) + C.




Dijkstra algoritmus — Dial implementacié

c:A—{0,1,2,...,C}

Dial-féle implementéacié
@ Csinalunk nC + 1 darab tarolét: By := {i € N : d(i) = k}.
@ Nyilvantartjuk a legkisebb index dp, indexet, amire B, nem Ures.
@ Minden iteracioban frissitjlik Bx-kat €s dp;,-t.
Tétel (Futasidd)
A fenti implementacio futasideje O(nC + m). J

Allitas
Ha egy iteracioban az i € N csucsot dolgozzuk fel, akkor minden j € N,
d(j) < oo cstcsra d(j) < d(i) + C.

Tétel (Ciklikus tarolok)

Elegendé C + 1 taroldt fenntartani (By,,,, - - - , Ba,,,+c) J




Radix heap

Hasonl6 a Dial implementaciohoz, de az egyes tarolékban nem egyetlen
tavolsagértékhez tartoz6 csucsokat tarolunk.

Inicializalaskor
@ K := [log(nC)]

@ Ry:=[0], R :=[1], R :=[2,3], Rs :=[4,7], ..., Rk := [2K—1,2K —1].
Invarians tulajdonséag: Ry intervallumban 24— darab sz&m van, ha k > 0.

@ By :={ieN:d(i € R}

@ Kpin az elsd nemdires tarol6 indexe

Mdiveletek
@ Min. csucs kivalasztasa

e Ha Bkmm = 0, akkor Kmin := Kmin + 1
e Ha |By,,| = 1, akkor feldolgozzuk a benne lev csucsot és

Kmin := Kmin + 1
e Ha|Bx,,| > 1, akkor
(] kain_t felosztjuk Ry, ..., kain*1 kozott, kain =0
@ By . elemeti szétosztjuk By, ..., By . _1-be, |Bk . |:=0
@ Kpmin:=0

@ Kulcscsokkentés: Visszafele haladva megkeressiik a megfeleld tarolét




Radix heap

Hasonl6 a Dial implementaciéhoz, de az egyes tarolékban nem egyetlen
tavolsagértékhez tartoz6 csucsokat tarolunk.
Inicializalaskor

@ K := [log(nC)]

@ Ry:=1[0], Ry :=[1], R :=[2,8], R3 :=[4,7], ..., Rg := [2K-1,2K —1].
Invarians tulajdonsag: Ry intervallumban 2€—1 darab szam van, ha k > 0.

@ B :={ieN:d(i)e R}
@ Kpin az elsé nemires tarol6 indexe

Futasidd (,amortizalt futasidd” becslés)

@ Kulcscsokkentés dsszesen: O(nK)
@ Tarol6 Ujraosztas: O(K), 6sszesen: O(nK)
@ Elek feldolgozasa: O(m)

Tétel
A radix heap teljes futasideje O(m + nlog(nC)). J

Allitas
A radix heap teljes futasideje O(m + nlog(C)). (Elég 1 + [log C] tarold.) J




Binaris és d-Kupac

Egy kiegyensulyozott teljes binaris (vagy d-leszarmazottas) fa a
kévetkezd invarians tulajdonsaggal:
@ A fa minden csucsaban levo érték legalabb akkora, mint a
szll6jének az értéke.

o) Go G5 Go (2




Binaris és d-Kupac

Egy kiegyensulyozott teljes binaris (vagy d-leszarmazottas) fa a
kévetkezd invarians tulajdonsaggal:

@ A fa minden csucsaban levo érték legalabb akkora, mint a
szll6jének az értéke.

o) Go G5 Go (2

Tétel
@ Binaris kupacban az insert (), decrease—-min () 6S
delete-min () miveletek O(log n) idejlek.
@ d-kupacban kupacban az insert () éS decrease—min ()
miiveletek O(log, n) idejliek, a delete-min () pedig O(dlog, n).




Binaris és d-Kupac

Egy kiegyensulyozott teljes binaris (vagy d-leszarmazottas) fa a
kévetkezd invarians tulajdonsaggal:

@ A fa minden csucsaban levo érték legalabb akkora, mint a
szll6jének az értéke.

o) Go G5 Go (2

Tétel

@ Binaris kupacban az insert (), decrease—-min () 6S
delete-min () miveletek O(log n) idejlek.

@ d-kupacban kupacban az insert () éS decrease—min ()
miiveletek O(log, n) idejliek, a delete-min () pedig O(dlog, n).

Egy ilyen adatstruktira tdmbben tarolhaté!




Dijkstra algoritmus futasideje II.

Tétel (Dijkstra futasideje heap adatstruktiraval)
A Dijkstra algoritmus futasideje O(nTy + mTk), ahol Ty, egy min. kulcsu
elem kivalasztasanak, Tk egy kulcscsékkentésnek az ideje.
@ Binaris kupac (Ty = O(log n), Tx = O(log n)) esetén: O(mlog n)
@ d-kupac (Tyy = O(nlog, n), Tk = O(log, n) esetén
O(mlogy n+ ndlog, n)
e d:=max{2, [m/n]|} valasztassal: O(mlog, n)
e Ritka grafra (m = O(n)): O(nlog n)
o Sirii gréfra (m = Q(n'"<)): O(m)
@ Fibonacci kupac (Ty = O(log n), Tx = O(1)) esetén: O(m + nlog n)
@ Johnson kupac (Ty = Tx = O(loglog C)) esetén: O(mloglog C)




Dijkstra alg. kulccsOkkentés nélkul — gyakorlati javitas

Dijkstra algoritmus

1: procedure DIUKSTRA(G = (N, A), c, s)
2 create-heap(H)

3 forVie N,i # sdo

4: d(i) = o0

5: end for

6: d(s) :=0,pred(s) :=0

7 insert(s,H)

8 while H # () do

9 find-min(i,H), delete-min(H)
10: fori: (i,j) € 6(i) do

11: val := d(i) + cj

12: if val < d(j) then

13: d(j) := val

14: pred(j) := (i, )

15: if j € H then

16: decrease-key(val,j,H)
17: else

18: insert(j,H)

19: end if
20: end if
21: end for
22: end while
23: end procedure




Dijkstra alg. kulccsOkkentés nélkul — gyakorlati javitas

Dijkstra algoritmus kulccsokkentés nélkul

1: procedure DIJKSTRA(G = (N, A), c, s)
2 create-heap(H)

3 forVie N,i# sdo

4: d(i) := o0

5: end for

6: d(s) :=0,pred(s) :=0
7

8

9

insert(s,H)
while H # () do
: find-min(i,H), delete-min(H)

10: if pred(i) # 0 then
11: fori: (i,j) € 6(i) do
12: val := d(i) + cj
13: if val < d(j) then
14: d(j) := val
15: pred(j) := (i, ])
16: insert(j,H)
17: end if
18: end for
19: end if

20: end while
21: end procedure




Legrévidebb utak altalanos esetben

Tétel (Legrévidebb Ut optimalitasi feltétel)

Legyen adott s € N, és minden j € N csucsra p; legyen egy tetszbleges
s ~~ j Ut, hosszat pedig jelélje d(j). A p; utak pontosan akkor
legrévidebbek, ha

d(j) < d(i) +cj )
teliestl minden (i,j) € A élre.




Legrévidebb utak altalanos esetben

Tétel (Legrévidebb Ut optimalitasi feltétel)

Legyen adott s € N, és minden j € N csucsra p; legyen egy tetszbleges
s ~~ j Ut, hosszat pedig jelélje d(j). A p; utak pontosan akkor
legrévidebbek, ha

d(j) < d(i) + ¢ )
teliestl minden (i,j) € A élre.

Tétel
Legyen d : N — R fiiggvény és c{ := c; + d(i) — d(j). Ekkor
® Minden W iranyitott kbrre (kbrsétara) > ¢f = > ¢
(i,Hew (i) ew
® HaP egyk ~ | it (séta), akkor > ¢f = > cj+d(k) - d())
(i.j))eP (i.j))eP

@ Ha d(-) éppen a legrévidebb s ~ - utak hossza, akkor c;j’ >0
minden (i, ) € A élre.




Cimkejavito algoritmusok

Altalanos cimkejavité algoritmus

1: procedure LABELCORRECTING(G, c, S)
2 d(s) :=0, pred(s) :=0

3 d(j):=00 VjeN

4 while 3(/,/) € A, d(j) > d(i) + ¢; do
5: d(j) .= d(i) + ¢cj

6 pred(j) =i
7 end while

8: end procedure




Cimkejavito algoritmusok

Altalanos cimkejavité algoritmus

1: procedure LABELCORRECTING(G, c, S)
2 d(s) :=0, pred(s) :=0

3 d(j):=00 VjeN

4 while 3(/,/) € A, d(j) > d(i) + ¢; do
5: d(j) .= d(i) + ¢cj

6 pred(j) =i
7 end while

8: end procedure

Allitas
Amennyiben az algoritmus megall, d(j) a legrévidebb s ~ j Ut hossza
lesz minden j € N-re.




Cimkejavito algoritmusok

Altalanos cimkejavité algoritmus

1: procedure LABELCORRECTING(G, c, S)
2 d(s) :=0, pred(s) :=0

3 d(j):=00 VjeN

4 while 3(/,/) € A, d(j) > d(i) + ¢; do
5: d(j) .= d(i) + ¢cj

6 pred(j) =i
7 end while

8: end procedure

Allitas
Amennyiben az algoritmus megall, d(j) a legrévidebb s ~ j Ut hossza
lesz minden j € N-re.

Tétel
Az algoritmus futdsa legfeljebb 2n? C iterécio utan véget ér.




Cimkejavito algoritmusok

Médositott cimkejavito algoritmus

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

e
2:
3
4:
5:
6
7
8

procedure MODIFIEDLABELCORRECTING(G, ¢, S)
Legyen
d(s) :=0, pred(s) :=0
d(j):=00 VjeN
LIST = {s}
while LIST # () do
Legyen i€ LIST, LIST := LIST — i
for (/,/) € 6(i) do
if d(j) > d(i) + ¢ then
d(j) == d(i)+ ¢j
pred(j) =i
if j ¢ LIST then
LIST := LIST +j
end if
end if
end for
end while

18: end procedure




Cimkejavito algoritmusok

Médositott cimkejavito algoritmus

1: procedure MODIFIEDLABELCORRECTING(G, ¢, S)
2: Legyen

3:  d(s):=0,pred(s) =0

4: d(j):=c0 VjEN

5. LIST = {s}

6:  while LIST # () do

7 Legyeni € LIST, LIST := LIST — i

8 for (i, ) € 6(i) do

9 if d(j) > d(i) + c; then

10: d(j) := d(i) + ¢
11: pred(j) := i

12: if j & LIST then

13: LIST := LIST +
14: end if

15: end if

16: end for

17: end while
18: end procedure

Tétel
Az algoritmus futasa O(nmC) lépésben véget ér.




Cimkejavit6 algoritmusok

Tétel

A fenti algoritmusok futasa tetszbleges valds tavolsagok esetén is véges
(O(2™)) lépésben véget ér.

Mutass példat, amin elképzelhetd, hogy az fenti algoritmusok ©(2")
iteraciot végeznek.




Erésen polinomialis (O(nm)) cimkejavit6 algoritmus

Minden k-ra és i-re szamoljuk ki a legrévidebb legfeljebb k élbdl all6 utat.

Altalanos cimkejavité algoritmus

1: procedure LABELCORRECTING(G, ¢, S)
2 d(s) :=0, pred(s) :=0
3 dj);=c0 VjeN

4 while 3(i, ) € A, d(j) > d(i) + c;j do
5: d(j) :=d(i)+ ¢cj
6 pred(j) =i
7 end while
8: end procedure




Erésen polinomialis (O(nm)) cimkejavit6 algoritmus

Minden k-ra és i-re szamoljuk ki a legrévidebb legfeljebb k élbdl all6 utat.
Bellman-Ford algoritmus

1: procedure BELLMANFORD(G, c, S)
2 d(s) :=0, pred(s) :=0

3 dj):=c0 VjeN

4 fork € {1,...,n} do

5: for (i,j) € Ado

6 if d(j) > d(i) + ¢ then
7 d(j) :=d(i)+ ¢j

8

: pred(j) =i
9: end if
10: end for

11: end for
12: end procedure




Erésen polinomialis (O(nm)) cimkejavit6 algoritmus

Minden k-ra és i-re szamoljuk ki a legrévidebb legfeljebb k élbdl allé utat.
Bellman-Ford algoritmus

1: procedure BELLMANFORD(G, c, S)
2 d(s) :=0, pred(s) :=0

3 dj):=c0 VjeN

4 fork € {1,...,n} do

5: for (i,j) € Ado

6 if d(j) > d(i) + ¢ then
7 d(j) :=d(i)+ ¢j

8

: pred(j) =i
9: end if
10: end for
11: end for

12: end procedure

Tétel
@ Az algoritmus futasaideje: O(nm)
@ a futdsa végén a d(-) értekek a legrévidebb utak hosszai lesznek.




Bellman-Ford algoritmus 1.

Erésen polinomialis (O(nm)) cimkejavit6 algoritmus
Minden k-ra és i-re szamoljuk ki a legrévidebb legfeljebb k élbdl all6 utat.

A modositott cimkejavito algoritmusban a LIST adatszerkezet legyen
egy FIFO sor (queue).




Erésen polinomialis (O(nm)) cimkejavit6 algoritmus

Minden k-ra és i-re szamoljuk ki a legrévidebb legfeljebb k élbdl all6 utat.
Bellman-Ford algoritmus 1.

A modositott cimkejavito algoritmusban a LIST adatszerkezet legyen
egy FIFO sor (queue).

Tétel

@ Az algoritmus ,,ugyanolyan sorrendben” dolgozza fel az éleket, mint
az eredeti valtozat, igy a futasideje O(nm).




Erdsen polinomialis (O(nm)) cimkejavitd algoritmus

Minden k-ra és i-re szamoljuk ki a legrévidebb legfeljebb k élbdl all6 utat.
Bellman-Ford algoritmus 1.

A modositott cimkejavito algoritmusban a LIST adatszerkezet legyen
egy FIFO sor (queue).

Tétel

@ Az algoritmus ,,ugyanolyan sorrendben” dolgozza fel az éleket, mint
az eredeti valtozat, igy a futasideje O(nm).

v

Adott G = (N, A) iranyitott graf, ¢ : A— R hosszfliggvény az éleken.

Adjunk (erésen polinomialis) algoritmust annak eldéntésére, hogy a graf
tartalmaz-e negativ kort.

u]
o)
I
ul
it
<



Legrévidebb Gt minden pontpar kézott

Nemnegativ élek esetén

Futtassuk le minden pontbdl a Diskstra algoritmust.
Futasid6: O(nm + n?logn)




Legrévidebb Gt minden pontpar kézott

Nemnegativ élek esetén

Futtassuk le minden pontbdl a Diskstra algoritmust.
Futasid6: O(nm + n?logn)

Altalanos esetben

Futtassuk le minden pontbdl a Bellman-Ford algoritmust.
Futasidé: O(n?m)




Legrévidebb Gt minden pontpar kézott

Nemnegativ élek esetén

Futtassuk le minden pontbdl a Diskstra algoritmust.
Futasidé: O(nm + n?logn)

Altalanos esetben

Futtassuk le minden pontbdl a Bellman-Ford algoritmust.
Futasidé: O(n?m)

Altalanos esetben: Johnson algoritmus

@ Futtassuk le egy pontbdl a Bellman-Ford algoritmust.
Ekkor a cf := c¢; + d(i) — d(j) nemnegativ

@ Futtassuk le a tébbi pontbdl a ¢ hosszfiiggvényre a Dijkstra
algoritmust.

Futasidd: O(nm + n?logn)




Floyd-Warshall Algoritmus

Dinamikus programozas (ez még nem a Floyd-Warshall)

d“(i,j) a legrévidebb legfeljebb k élbdl &ll6 i ~ j Gt hossza. Ezt
szamitsuk ki minden k-ra.

@ Futasidd: O(n?m)
@ ,Matrix-szorzas”: O(n°log n)




Floyd-Warshall Algoritmus

Floyd-Warshall Algoritmus

Legyen d*(i, ) a legrévidebb olyan i ~ j Gt hossza, ami belsd pontként

csak az {1,...,k — 1} csucsokat tartalmazza.
1: procedure FLOYDWARSHALL(G, c)
2: d(i,)) := oo és pred(i,j) :=0 Vi, je N-re
3 d(i,i):==0 Vie N-re
4: for (i,j) € Ado
65 d(i,j) := cjj és pred(i,j) == i
6: end for
7 fork € {1,...,n} do
8 for (/,j) € N x N do
9: if d(i,j) > d(i,k) + d(k,j) then
10: d(i,f) :== d(i, k) + d(k,J)
11: pred(i,j) := pred(k, )
12: end if
13: end for
14: end for

15: end procedure

Futasidé: O(n®) )




Feladat

Adott G = (N, A) iranyitott graf ¢y, o : A — Z(R) sulyfliggvény az
éleken, és s, t € N pontok. Tegyiik fel tovabba, hogy nincs ¢y szerint
negativ kor a grafban.

Feladat: Keresstiink a ¢i-minimalis s ~~ t utak kdz6tt egy ¢, minimalisat.

Azaz keressuk
min{cz(p) : p € P, }-1,
ahol
Pe, = {p: pegy ci-minimalis s ~ t Ut}.




Feladatok (legrévidebb utak)

Adott egy G = (N, E) iranyitatlan (vagy iranyitott) graf ésegy c: E — R
sulyfliggvény. Egy Ut szélességén az Ut minimalis élsulyat értjik, azaz

szélesség(P) := min{c(e) : e € P}

Feladat: keressiik a maximalis szélességi utat
@ egy adott s,t € N pontpar kdzott
@ egy adott s € N pontbdl az 6sszes tébbi pontba
@ minden pontparra

Adott egy G = (N, E) irdnyitott graf és ¢ : E — R sulyfliggvény az
éleken. Tegylk fel, hogy nincs a grafban negativ kér. Egy (i, j) € E élre
jeldlje f; azt a maximalis értéket, amivel az (i, j) él sulyat csdkkentve a
grafban tovabbra sem lesz negativ kor.

Adjunk hatékony algoritmust az 6sszes f; érték meghatarozasara.




Legrévidebb utak ,térképeken”

Kétiranyu Dijkstra algoritmus

Parhuzamosan futtatjuk a Dijkstra algoritmust s-bdl és t-bdl visszafele.
Megallunk amikor a két futtatas 6sszeér.

Legyen S; az s-bdl, S; pedig a t-bdl visszafele inditott Dijkstra
algoritmus altal feldolgozott pontok halmaza és tegyk fel, hogy
Ss N St = {u}. Legyen ps , és py .+ a legrévidebb s ~ uill. u ~~ t
ut. lgaz-e, hogy ps.upu.: €gy legrovidebb s ~~ t Gt?




Legrévidebb utak ,térképeken”

Kétiranyu Dijkstra algoritmus

Parhuzamosan futtatjuk a Dijkstra algoritmust s-bdl és t-bdl visszafele.
Megallunk amikor a két futtatas 6sszeér.

Legyen S; az s-bdl, S; pedig a t-bdl visszafele inditott Dijkstra
algoritmus altal feldolgozott pontok halmaza és tegyk fel, hogy
Ss N S; = {u}. Legyen ps , és py .+ a legrévidebb s ~ uill. u ~~ t
ut. lgaz-e, hogy ps.upu.: €gy legrovidebb s ~~ t Gt?

A* algoritmus

Legyen ¢, , := cy,v — m(u) + 7(v), ahol 7(u) az u — t tavolsag
Iégvonalban.

Allitas

C,y>0 Y(uv)eA }

Futtassuk a Dijkstra algoritmust a ¢’ sulyfliggvénnyel!




Tértoptimalizalas




Minimalis atlagu korok

Feladat
Adott egy G = (N, A) irdnyitott graf, ami tartalmaz iranyitott kort és adott
egy tetszbleges ¢ : A — R sUlyozas az éleken.
@ Hatarozzunk meg a minimalis kératlagot, azaz
c(C)

Al == min {|C| : C C A egy iranyitott kér}

@ Hatarozzuk meg azt a minimalis A értéket, amivel minden él sulyat

egységesen csokkentve még éppen nincs negativ kor. (A3 lehet
negativ is...)

Allitas

=0 J




Minimalis atlagu korok

Otlet

(El6szor csokkentsiik le minden él kéltségét annyival, hogy bizonyosan
legyen negativ kor)

@ Keressiink egy negativ kort
@ Noveljik meg az élek sulyat ennek a kdrnek az atlagaval
@ Ismételjik a fenti Iépéseket addig, amig van negativ kér

Allitas
A fenti eljaras véges,




Minimalis atlagu korok

Otlet

(El6szor csokkentsiik le minden él kéltségét annyival, hogy bizonyosan
legyen negativ kor)

@ Keressiink egy negativ kort
@ Noveljik meg az élek sulyat ennek a kdrnek az atlagaval
@ Ismételjik a fenti Iépéseket addig, amig van negativ kér

Allitas
A fenti eljaras véges, de exponencialis sok iteraciora lehet sziikség.




Minimalis atlagu korok

Otlet

(El6szor csokkentsiik le minden él kéltségét annyival, hogy bizonyosan
legyen negativ kor)

@ Keresslink egy minimalis sulyt kért
@ Noveljik meg az élek sulyat ennek a kdrnek az atlagaval
@ Ismételjik a fenti Iépéseket addig, amig van negativ kér

Allitas
@ A fenti n iteracio utan véget ér.
@ A minimalis sulyd kér keresése N'P-teljes feladat




Minimalis atlagu korok

Otlet

(El6szor csokkentsiik le minden él kéltségét annyival, hogy bizonyosan
legyen negativ kor)

@ Keressiink egy minimalis sulyu legfeljebb n hosszu korsétat
@ Noveljuk meg az élek sulyat ennek a kérnek az atlagaval
@ Ismételjik a fenti [épéseket addig, amig van negativ kér

Allitas
@ A fenti n iteracio utan véget ér.

@ A minimalis sulyu legfeljebb n hosszu kérsétat dinamikus
programozassal polinom id6ben tudunk keresni.

@ Futasidé: O(n?m)




Minimalis atlagu korok

Otlet

(El6szor csokkentsiik le minden él kéltségét annyival, hogy bizonyosan
legyen negativ kor)

@ Keressiink egy minimalis sulyu legfeljebb n hosszu kérsétat
@ Noveljik meg az élek sulyat ennek a kdrnek az atlagaval
@ Ismételjik a fenti [épéseket addig, amig van negativ kér

Allitas
@ A fenti n iteracio utan véget ér.

@ A minimalis sulyu legfeljebb n hosszu kérsétat dinamikus
programozassal polinom id6ben tudunk keresni.
@ Futasidé: O(n?m)

A minimalis kératlagot kdzvetlenill is meg tudjuk dinamikus
programozassal hatarozni.




Feladat

‘Hazifeladat 5/1. Segitség az elézohez
Adott egy G = (N, A) iranyitott graf és egy ¢ : E — R sulyfliggvény az
éleken. Tegyuk fel, hogy s-bdl minden pont elérhet6 iranyitott dton.
Jeldlje a d*(j) érték a minimalis suly pontosan k élbél all6 s ~ j séta
hosszat. Tegyilk fel, hogy d*(j) ismert minden j € N cslcsra és

k =1,...n-re. Hatarozzuk meg a minimalis kératlagot ennek
segitségével.

u]
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Minimalis sulyozott atlagu kérok

Feladat

Adott egy G = (N, A) iranyitott graf, amit tartalmaz iranyitott kért és adott
egy tetszdleges ¢ : A — R és egy pozitiv w : A — R, sllyozas az
éleken.

@ Hatarozzunk meg a minimalis silyozott atlagu kért, azaz

A7 == min { C(CC)

— = : C C Aegy iranyitott kt')r}
w(C) ay y

@ Hatarozzuk meg a

A5 :=max{\ € R:VC C Airanyitott kérre ¢(C) — Aw(C) > 0}

értéket

Allitas
DY J




Algoritmus 6tlet

Legyen cy(e) := c(e) — Aw(e).

1. eset Van egy ¢, negativ C kér. Ekkor

2. eset Nincs ¢y negativ kér, de van 0 hosszt C,. Ekkor ,
és ez a kor a sulyozott atlag szerint minimalis.

3. eset Minden kér ¢y szerinti hossza pozitiv. Ekkor

Kévetkezmény

Egy adott \ értékre el tudjuk dénteni, hogy az a min. sulyozott atlagnal
kisebb, nagyobb, vagy egyenl6-e vele. Ez utobbi esetben megkapjuk a
min sulyozott atlagu kort is.




Algoritmus 6tlet

Legyen cy(e) := c(e) — Aw(e).

1. eset Van egy ¢, negativ C kér. Ekkor

2. eset Nincs ¢y negativ kér, de van 0 hosszt C,. Ekkor ,
és ez a kor a sulyozott atlag szerint minimalis.

3. eset Minden kér ¢y szerinti hossza pozitiv. Ekkor

Kévetkezmény

Egy adott \ értékre el tudjuk dénteni, hogy az a min. sulyozott atlagnal
kisebb, nagyobb, vagy egyenl6-e vele. Ez utobbi esetben megkapjuk a
min sulyozott atlagu kort is.

Algoritmus 6tletek

@ Szekvencialis keresés: Ha \; > \*, akkor legyen \j 1 := VCV(C*A"‘).

@ Binaris keresés (intervallum-felezés)




Algoritmus 6tlet

Legyen cy(e) := c(e) — Aw(e).

1. eset Van egy ¢, negativ C kér. Ekkor

2. eset Nincs ¢y negativ kér, de van 0 hosszt C,. Ekkor ,
és ez a kor a sulyozott atlag szerint minimalis.

3. eset Minden kér ¢y szerinti hossza pozitiv. Ekkor

Kévetkezmény

Egy adott \ értékre el tudjuk dénteni, hogy az a min. sulyozott atlagnal
kisebb, nagyobb, vagy egyenl6-e vele. Ez utobbi esetben megkapjuk a
min sulyozott atlagu kort is.

Algoritmus 6tletek

@ Szekvencidlis keresés: Ha A\; > \*, akkor legyen 41 := ;((%1))

@ Binaris keresés (intervallum-felezés)

Tetel

Legyen c és w egészértékli, ekkor a fenti binaris kereséssel polinom
idében meghatarozhatjuk a sulyozott kératlagot.




Tortoptimalizalas

Feladat

Adott egy X alaphalmaz valamint adott egy tetszéleges c: X — R és
egy pozitiv w : X — R, koltségfliggvény.
@ Hatarozzunk meg a

T::min{vcv())(()):CeX}

értéket
@ Hatarozzuk meg a

A :=max{\ e R:VX € X-re ¢(X) — Aw(X) > 0}
ertéket

Allitas
A= )3




Algoritmus 6tlet

Legyen cy(e) := c(e) — Aw(e).

1. eset Van egy ¢\ negativ X € X. Ekkor

2. eset Nincs ¢, negativ, de van 0 hosszu X\ € X'. Ekkor ,
és ez a sulyozott atlag szerint minimalis.

3. eset Minden X € X ¢, szerinti slya pozitiv. Ekkor

Kévetkezmény

Egy adott \ értékre el tudnuk dénteni, hogy az a min. sulyozott atlagnal
kisebb, nagyobb, vagy egyenl6-e vele. Ez utobbi esetben megkapjuk a
min sulyozott atlagu X € X -et is.




Algoritmus 6tlet

Legyen cy(e) := c(e) — Aw(e).

1. eset Van egy ¢\ negativ X € X. Ekkor

2. eset Nincs ¢, negativ, de van 0 hosszu X\ € X'. Ekkor ,
és ez a sulyozott atlag szerint minimalis.

3. eset Minden X € X ¢, szerinti slya pozitiv. Ekkor

Kévetkezmény

Egy adott \ értékre el tudnuk dénteni, hogy az a min. sulyozott atlagnal
kisebb, nagyobb, vagy egyenl6-e vele. Ez utobbi esetben megkapjuk a
min sulyozott atlagu X € X -et is.

Algoritmus 6tletek

@ Szekvencidlis keresés: Ha A\; > \*, akkor legyen 41 := Vi(();i))

@ Binaris keresés (intervallum-felezés)




Algoritmus 6tlet

Legyen cy(e) := c(e) — Aw(e).

1. eset Van egy ¢\ negativ X € X. Ekkor

2. eset Nincs ¢, negativ, de van 0 hosszu X\ € X'. Ekkor ,
és ez a sulyozott atlag szerint minimalis.

3. eset Minden X € X ¢, szerinti slya pozitiv. Ekkor

Kévetkezmény

Egy adott \ értékre el tudnuk dénteni, hogy az a min. sulyozott atlagnal
kisebb, nagyobb, vagy egyenl6-e vele. Ez utobbi esetben megkapjuk a
min sulyozott atlagu X € X -et is.

Algoritmus 6tletek

@ Szekvencialis keresés: Ha \; > \*, akkor legyen \j 1 := VCV(XA")-

@ Binaris keresés (intervallum-felezés)

Tetel

Legyen c és w egészértékli, ekkor a fenti binaris kereséssel polinom
idében meghatarozhatjuk a minimalis sulyozott atlagot.




Algoritmus otlet I.

Feltevés I.
Egy adott A\ € R-re meg tudjuk hatarozni

min{c(X) — Aw(X) : X € X} (3)

elojelét.




Algoritmus otlet I.

Feltevés I.
Egy adott A\ € R-re meg tudjuk hatarozni

min{c(X) — Aw(X) : X € X} (3)

elojelét.

Szekvencidlis keresés

Adott egy X € X. Déntsiik el, hogy optimalis-e, ha nem, akkor keressiink
egy X' € X-et, amire

w(X) ~ w(X) “)




Algoritmus otlet I.

Feltevés I.
Egy adott A\ € R-re meg tudjuk hatarozni

min{c(X) — Aw(X) : X € X} (3)

elBjelét.

Szekvencidlis keresés

Adott egy X € X. Déntsiik el, hogy optimalis-e, ha nem, akkor keressiink
egy X' € X-et, amire

w(X) ~ w(X) @

~—

Azaz kereslink egy X’ € X-et, amire

c(X)

c(X') - w(X)

w(X') <0 (5)

Es ezt iteraljuk amig el nem érjilk az optimumot.




Algoritmus otlet Il

Feltevés II.

Egy adott A € R-re meg tudjuk hatarozni a

min{c(X) — Aw(X) : X € X}
értéket és egy minimumhelyet.




Algoritmus otlet Il

Feltevés Il.
Egy adott A € R-re meg tudjuk hatarozni a

min{c(X) — Aw(X) : X € X}

értéket és egy minimumhelyet.

Javitott szekvencialis keresés
Adott egy X; € X. Allapitsuk meg a

co(Xi)

H = min{c(X") — w(X)

w(X'): X' € X}

eértéket és egy X’ € X minimumhelyet. Ha H < 0 (azaz X; nem
optimalis), akkor Xj,1 := X’-vel iteraljuk az eljarast.




Newton-Dinkelbach eljaras

Definicio
h(X) :=min{c(x) — Aw(x) : x € X'}
X = argmin{c(x) — A\w(x) : x € X'}
c(x) == c(x) — Aw(x)




Newton-Dinkelbach eljaras
Definicio

h(X) :=min{c(x) — Aw(x) : x € X'}

X = argmin{c(x) — Aw(x) : x € X'}
c(x) == c(x) — Aw(x)

Allitas

h()\) szigordan monoton fogyd, szakaszonként linedris, konvayv fliggveény.




Newton-Dinkelbach eljaras

Definicié
h(X) :=min{c(x) — Aw(x) : x € X'}
Xy = argmin{c(x) — A\w(x) : x € X'}
e\ (x) := c(x) — Aw(x)
Allitas

h(\) szigordan monoton fogyd, szakaszonként linearis, konvav fliggveny.

Feladat
Keressiik a h(\) nullhelyét, azaz a

A :=min{\ e R : h()\) <0}

értéket és a hozza tartozd x,- elemet.




Newton-Dinkelbach eljaras

Definicio
h(X) :=min{c(x) — Aw(x) : x € X'}
Xy = argmin{c(x) — A\w(x) : x € X'}
e\ (x) := c(x) — Aw(x)
1: procedure NEWTONDINKELBACH(c, w, X)
20 A\« oo (vagy A VCV(();)) egy tetszdleges X; € X-re)
3 i< 0
4 repeat
5: [+ i+1
6: Xi < X», = argmin{c(x) — \iw(x) : x € X'}
7 ci + ¢(x)
8: w; < w(Xx;)
9: hi + h()\,') = Ci — \ijw;
10: Mgt & 2
. i+1 W
11: until h; > 0

12: end procedure




Newton-Dinkelbach eljaras

1: procedure NEWTONDINKELBACH(c, w, X)

2 A1 < oo (vagy \j « V";(())(a)) egy tetszéleges X; € X-re)
3 i+ 0

4 repeat

5: i< i+1
6

7

8

Xj < Xy, = argmin{c(x) — \iw(x) : x € X}
ci <+ c(x)
2 w; < w(X;)
9: hi + h()\,') = Ci — \jW;
10: At = 2
o i+1 w;
11: until h; > 0
12: end procedure




Newton-Dinkelbach eljaras

1: procedure NEWTONDINKELBACH(c, w, X)
2 A1 < oo (vagy \j « V";(()fa)) egy tetszéleges X; € X-re)
3 i+ 0
4 repeat
5: i i+ 1
6 Xj < Xy, = argmin{c(x) — \iw(x) : x € X}
7 ci <+ c(x)
8: w; < w(X;)
9: hi + h()\,') = Ci — \jW;
10: At = 2
o i+1 w;
11: until h; > 0

12: end procedure

Allitas
0h1<h2<-'~<ht20
QN >Xo> > ="
QWi >w>--->w>0




Bec

<1
Wi
Kévetkezmény
Pi 1 Wit < 1
h,'W,' — 4
Allitas
Mindeni=1,2,--- [t —2és\ < \jo-re

Ci— AW, > *hiv1

«O>» «F>»r « >

<

A




i1 Wigq <

h,'Wi — Z
—
Allitas
Mindeni=1,2,--- [t —2és\ < \jo-re

Ci — AW; > —hjq
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Becslések

i1 Wigq

hiw;

Mindeni=1,2,---  t—26s\ < \jjo-re

Ci — AW; > —hjq

«O>» «F>»r « >

<

it
v
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Feladatok

Feladat
Mutassunk olyan ¢ € RP-t, és egy ,hosszU” y1, ¥, -+ ,¥q € {—1,0,1}P
sorozatot, amire

CYy1 =2 CYo = -+ 2CYq

Tétel (Goemans))

Legyenc € RP és yy, yo,--- ,¥q € {—1,0,1}P olyanok, hogy minden
ie{1,--,q—1}-re 0 < yip1¢ < Ly;c teljesil. Ekkor g = O(plog p).




Lineéaris eset

Legyen E egy véges alaphalmaz m := |E| valamint tegyl fel, hogy
X C {0,1}F és cilletve w linearis fliggvények, azaz

c(x) := Z CoXe 65 W(X):= Z WeXe
ecE ecE

valamilyen ¢ € RE és w € RE vektorokra.

Példak
Minimalis tort-optimalis utak, korok, feszitéfak, fenydk, parositasok,
vagasok stb.

Feltéve, hogy a megfelelé paraméteres feladat megoldhato!




Lineéaris eset

Legyen E egy véges alaphalmaz m := | E| valamint tegyl fel, hogy
X C {0,1}F és cilletve w linearis figgvények, azaz

c(x) = Z CoXe 65 w(X):= Z WeXe
eckE ecE

valamilyen ¢ € RF és w € RE vektorokra.

Tétel (Radzik)

Ebben az esetben a Newton-Dinkelbach eljaras O(n? log n) iterécié utan
VEget ér.




Lineéaris eset

Legyen E egy véges alaphalmaz m := | E| valamint tegyl fel, hogy
X C {0,1}F és cilletve w linearis figgvények, azaz

c(x) = Z CoXe 65 w(X):= Z WeXe
eckE ecE

valamilyen ¢ € RF és w € RE vektorokra.

Tétel (Radzik)

Ebben az esetben a Newton-Dinkelbach eljaras O(n? log n) iterécié utan
VEget ér.

Bizonyitas
Tekintslik az s; :== —hojwo;_1 Szamsorozatot. Erre
1
Q@ Sit1 < zSi @ Sj = CoiWoj—1 — Coj—1 Wo;

Alkalmazzuk Goemans lemmajat




Tort-legrévidebb Ut DAG-ban

Téetel

Legyen G = (N, E) egy DAG és s, t € N. Ekkor Newton-Dinkelbach
eljaras a s ~ t tort-legrévidebb ut problémara alkalmazva O(mlog n)
iteracié utan megall.

Definicié

Egy e € E él fontos az i-ik iterdcioban, ha e € x; U Xj1q1 U . ...

Lemma

Végezziink el k := [logn| + 1 iteraciét az algoritmussal. Ekkor a fontos
élek halmaza szigordan csékken.




Feladatok

Adott egy G = (N, E) iranyitott graf, egy p : E — R profit és egy
t : E — R utazasi id6 fliggvény.

@ Fentieket felhasznalva adjunk erésen polinomialis algoritmust a

p(C)

H0) értéket maximalizalé C iranyitott kér megtalalasara a grafban.

@ Mi a helyzet a férjezett/nés hajoéskapitanyokkal? Azaz, ha adott egy
f € N férj/feleség, és az olyan C kdérokon keressiik a maximalis

p(C)

H0) értéket, amelyek athaladnak az f ponton.




Tort-legrévidebb ut DAG-ban II. (Megiddo modszere)

Otlet

Probaljuk lefuttatni a DAG legrévidebb Ut algoritmust a ¢ — A*w

koltségekkel anélkiil, hogy A* értékét ismernénk, szimbolikusan
szamolva vele.

(A" :==max{X e R:VX € X-re ¢(X) — A\w(X) > 0})




Tort-legrévidebb ut DAG-ban Il. (Megiddo médszere)

Kimend éleken dolgozé algoritmus

1: procedure DAGSHORTESTPATH(G, ¢, S)

2: forVIeNl;«ésdo

3 d(i) :=

4: end for

5: d(s) := 0, pred(s) :=

6: for Vi € N,i # s, topologikus sorrendben do
7 forj: (i,j) € 6(/) do

8 if d(/) + c;j < d(j) then

9: d(j) :==d(i) + cj
10: pred(j) := (i,))
11: end if
12: end for

13: end for
14: end procedure




Tort-legrévidebb ut DAG-ban Il. (Megiddo médszere)

Kimend éleken dolgozé algoritmus

1: procedure DAGSHORTESTPATH(G, ¢, S)

2: forVIeNl;«ésdo

3 d(i) :=

4: end for

5: d(s) := 0, pred(s) :=

6: for Vi € N,i # s, topologikus sorrendben do
7 forj: (i,j) € 6(/) do

8 if d(i) + (cj — \*wj;) < d(j) then

9: d(j) := d(i) + (cj — A*wj)
10: pred(j) := (i,))

11: end if

12: end for

13: end for
14: end procedure




Tort-legrévidebb ut DAG-ban Il. (Megiddo médszere)

Kimend éleken dolgozé algoritmus
1: procedure DAGSHORTESTPATH(G, ¢, S)

2: forVie N,i# sdo

3: d(i) :== o0

4: end for

55 d(s) :=0,pred(s) :=0

6: for Vi € N, i # s, topologikus sorrendben do
7: forj: (i,j) € 6(i) do

8: if d(i) + (cj — A*wj) < d(j) then
9: d(j) := d(i) + (cj — X wj)
10: pred(j) := (i,))

11: end if

12: end for

13: end for

14: end procedure

@ A d(i) tarolékban a + \*b alaku kifejezéseket (azaz (a, b)
szamparokat) tarolunk. Ezekkel szimbolikusan tudunk szamolni.

@ Osszehasonlitas: a; + \*by < @ + \'bo < A* > S | ha by > by.




Tort-legrévidebb ut DAG-ban II. (Megiddo modszere)

@ Gondoljuk végig a fenti eljaras miikddését és lassuk be, hogy
algoritmus végén kapott s ~~ t Ut tért-minimalis lesz.
@ Mennyi az algoritmus futasi ideje?

* Otletek futasidd javitasra?

Megjegyzések

@ Csak a gyengébbik feltevést hasznaltuk, azaz azt, hogy egy adott

A € R-re meg tudjuk hatarozni min{c(X) — Aw(X) : X € &X'} elbjelét.
@ Ez egy altalanos modszer, az algoritmusrél azt kell feltenni, hogy
»,Nem szoroz”.




Feladat

Tekintsilk a kdvetkezb linearis programozasi feladatot:

min Y cjx;

(i,))eA
> xi— Y xi=0 VieN
J:(i.j)EA J:(J,)) €A
Z WX =1
(i,))EA

X; >0 Y(ij)cA

Bizonyitsuk be, hogy, hogy ennek egy optimalis megoldasa meghataroz
korok egy halmazat, amelyek stlyozott atlaga (fv((%)) értéke) egyenld.
Adjunk ennek segitségével eljarast, ami a fenti LP-feladat optimalis
megoldasanak felhasznalasaval megad egy minimalis sulyozott atlagu

kort.
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