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Bevezetés

A hélézati folyamok az operdcidkutatds egyik legszélesebb korben alkalmazott eszkoz-
tara. Kozvetleniil felhasznalhaté telekommunikacids vagy egyéb kommundlis hdl6zatok
tervezési feladatainak megolddsdra, tovdbba alapvetd épitdeleme kiilonbozd héldzati
utvonalvélaszt6 és forgalommenedzseld eljarasoknak, logisztikai problémédk megoldadséira
szolgalo algoritmusoknak is.

A kiilonboz6 alkalmazdsok mindegyikében valamilyen entitast (terméket, adatot, villa-
mos energidt stb.) szeretnénk tovabbitani az adott hdl6zat egy vagy tobb pontjabdl mas
pontokba minél hatékonyabban. Ezzel kapcsolatban harom alapvetd problémakor fogal-
mazhat6 meg: legrovidebb iit, maximdlis folyam és minimdlis koltségii folyam.

Jelen dolgozat célkitlizése a minimadlis koltségli folyam feladat elméleti hatterének és
kiilonb6z6 megoldasi médszereinek attekintése, valamint ezek koziil néhdny kivalasztott
algoritmus hatékony megvaldsitisdnak bemutatdsa és dsszehasonlitdsa. Minden imple-
mentéaciot C++ nyelven, a LEMON hél6zattervezd €s optimalizédldsi programkonyvtar
keretein beliil, a mir meglévd eszkozeinek felhasznélasdval végeztiink.

A téargyalés sordn feltessziik, hogy az Olvasé rendelkezik a téma vizsgélatdhoz sziiksé-
ges matematikai ismeretekkel, tisztdban van a grafelmélet alapfogalmaival és szokdsos
jeloléseivel, tovabbd ismeri az alapvetd grafelméleti algoritmusokat is.



1. Minimalis koltségti folyam

A minimalis koltségli folyam a halézati folyamok legalapvetébb modellje, amely — mint
ahogy késdbb latni fogjuk — specidlis esetként magaban foglal sok mas folyamfeladatot
is, tobbek kozott a két legismertebbet: a legrovidebb 1t és a maximadlis folyam problémat.
A hélézati folyamok elméleti hatterét, a sokféle ismert algoritmust és ezek szertedgazé
alkalmazasi teriileteit nagyon jol bemutatja Ahuja, Magnanti és Orlin [] miive.

1.1. A vizsgalt feladat

A minimélis koltségli folyam feladat lényege egy olyan minimélis koltségl ,,széllitasi
terv”’, folyam meghatarozasa, amellyel az adott hdl6zat termeld csicsaibdl a fogyaszto
csucsokba eljuttathatjuk a megfeleld mennyiségli terméket oly mdédon, hogy az élekre
vonatkozo kapacitdskorlatokat betartjuk.

Legyen G = (V, E) egy iranyitott, gyengén dsszefiiggs graf n = |V/| csdccsal és m = | F|
éllel. Minden (7, j) € E élhez hozzdrendeliink egy [;; € R, [;; > 0 alsé és egy u;; € RU
U{+o0}, u;; > l;; felsé korldtot, valamint egy ¢;; € R kéltséget, amely az adott élen folyo
egységnyi folyam koltségét jeloli. Feltessziik tehat, hogy a hdl6zatban a folyam koltsége
linedrisan fiigg a mennyiségétdl. Ezen kiviil minden ¢ € V' csidcshoz hozzarendeliink egy
b(i) € R értéket, amely a termelését, illetve fogyasztdsat jeloli. Ha b(i) > 0, akkor ¢ ter-
meld csiics b(1) termeléssel, ha b(i) < 0, akkor i fogyaszté csiics —b(i) fogyasztdssal, ha
pedig b(i) = 0, akkor i kozvetitd csiics. Ezen feltételek mellett szeretnénk meghatarozni
az egyes €leken az x;; € R folyamértékeket oly modon, hogy az 6sszkoltség minimalis
legyen. A legtobb esetben azonban minden mennyiség- €s koltségérték egész, €s a meg-
oldast is egészértéki folyamként keressiik.

Ezek alapjan a vizsgalt optimalizal4si modell az aldbbi médon formalizalhat6: hatarozzuk
meg a

min Z CijTij (1)
(i,7)€EE
értéket a
Y owy— Y wp=b(i) VieV, )
j:(i,j)eE Jj:(GHeL
lij <z < wgj V(i,j) € E )

feltételek mellett, ahol feltessziik, hogy > .., b(i) = 0.

A probléma tehét egy linedris programozasi feladat. Legyen A a graf n x m-es un. csiics-
él szomszédsdgi mdtrixa, ahol minden oszlop egy (i, j) € E élhez tartozik: az i. sordban
+1-et, a j. sordban —1-et tartalmaz, a tobbi érték pedig nulla. Ekkor a feladat matrix
alakban az alabbi médon irhat6 fel: hatdrozzuk meg a

min cx 4)



értéket az
Ar =0, &)

[<z<u (6)
feltételek mellett.

A (D), illetve (B) feltételt mennyiségkiegyenlitettségi feltételnek (mass balance constra-
int) vagy termelés/fogyasztds feltételnek (supply/demand constarint) nevezzik, amely azt
mondja ki, hogy minden 7 € V' csticshoz az 6sszes kifolyd €s az 6sszes befoly folyam-
mennyiség kiilonbsége egyezzen meg a b(7) termeléssel. A (B), illetve (B) feltételt pedig
korldtfeltételnek (flow bound constraint) nevezziik, amely tipikusan a halozat fizikai tulaj-
donségait, illetve a folyammal kapcsolatos elvardsainkat jellemzi.

1.2. Specialis esetek

Ebben az alfejezetben bemutatjuk a minimaélis koltségli folyam feladat néhany specidlis
esetét, amelyek tobbnyire 6nall6 feladatként is ismertek, és gyakran el6fordulnak kiilon-
bozd alkalmazdsokban. Ezekkel szeretnénk szemléltetni, hogy a vizsgdlt probléma egy
igen altalanos keretet hatdroz meg, amelyen beliil sok specidlisabb feladat is megfogal-
mazhato. Igy a késGbb bemutatdsra keriil6 megoldasi médszerek széles korben, sok kiilon-
bozd tertileten alkalmazhatdk.

1.2.1. Legrovidebb ut

A legrovidebb 1t (shortest path) talan a legismertebb és legegyszeriibb folyamfeladat:
keressiink egy legrovidebb (legkisebb koltségii) utat a megadott hdlézat egy s kezddcsu-
csdbol egy t célcsiicsdba a ¢;; élkoltségek szerint. Az el6z0 alfejezet jeloléseivel legyen
lij = 0 és u;; = 1 minden (7, j) élre, valamint b(s) = 1, b(t) = —1 és b(i) = 0 minden
mas ¢ csucsra. Ekkor a kapott optimélis megoldas egy egységnyi folyamot visz 4t s-bdl
t-be egy legrovidebb Ut mentén. Amennyiben pedig egy s csicsbdl kiindulva az sszes
tobbi csticsba keressiik a legrovidebb utat, akkor legyen b(s) = n — 1 és b(i) = —1 min-
den mds 7 cstcsra, tovdbbd minden u,; kapacitas legyen legaldbb n — 1. Ekkor a megoldas
az s csucsbol egy egységnyi folyamot visz at minden mds csucsba egy-egy legrovidebb
ut mentén.

1.2.2. Maximalis folyam

A maximdlis folyam (maximum flow) feladat bizonyos értelemben a legrovidebb ut komp-
lementer modelljének is tekinthet6. Az utébbindl ugyanis csak az élek koltsége jatszik
szerepet, ezzel szemben a maximadlis folyam feladatban nincsenek koltségek, csak kapa-
citaskorlatokkal foglalkozunk. A feladat az, hogy egy adott s forrds cstucsbdl egy ¢ nyeld



csdcsba taldljunk egy maximalis értéki megengedett folyamot (vagyis olyan folyamot,
amely nem sérti meg az u,; kapacitaskorldtokat). Ezt formalizdlhatjuk minimalis koltségti
folyamként oly médon, hogy b(:) = 0 minden i csiicsra, és ¢;; = 0 minden (¢, j) € E élre,
tovabba kiegészitjiik a grafot egy (t, s) éllel, amelyre ¢;s = —1, l;s = 0, uzs = 0o. Ekkor
egy optimalis megoldas nyilvdan maximalizalja a folyamot a (¢, s) élen, ehhez viszont
ennek a folyammennyiségnek az eredeti éleken el kell jutnia s-bdl ¢-be (hiszen minden
b(i) = 0). Igy a megoldas az eredeti grafon egy maximalis s—¢ folyamot ad.

1.2.3. Szallitasi feladat

A szdllitdsi feladat (transportation problem) a minimalis koltség(i folyam olyan specidlis
esete, ahol a csicsok V' halmaza felbonthatd két (nem feltétleniil azonos méretd) V7, V5
halmazra oly médon, hogy minden ¢ € V; termeld csics, minden j € V5 fogyasztd csucs,
tovabba minden (i,7) € E élre 1 € V| és j € V, (vagyis G pdros graf). Egyes alkal-
mazasokban kapacitdskorldtokat sem feltételeznek, ilyenkor /;; = 0, u;; = oo minden
élre.

1.2.4. Hozzarendelési feladat

A hozzdrendelési feladatban (assignment problem) adott két azonos méretii halmazunk :
Vi és V,, valamint a lehetséges hozzdrendelések egy £/ C V) x V5 halmaza és mindegyik-
hez egy c;; koltség. A feladat az, hogy minden V;-beli elemhez rendeljiink pontosan egy
Va-belit egy (i, j) € E él mentén oly médon, hogy az 6sszkoltség minimélis legyen. Ezt
a feladatot is formalizdlhatjuk minimalis koltségi folyamként: legyen G = (V; U V;, E),
ahol b(7) = 1 minden i € V; csucsira, b(j) = —1 minden j € V5 csticsra, és minden élre
lij = 0, u;; = 1.

1.2.5. Aramfeladat

Az dramfeladat (circulation problem) a minimélis koltségi folyam olyan speciélis esete,
amelyben csak kozvetitS csicsok vannak, vagyis minden b(i) = 0, a teljes folyammennyi-
ség korbedramlik a hal6zatban.

Ehhez példaként tekinthetiink egy olyan alkalmazast, amelyben egy optimadlis menet-
rendet szeretnénk megadni egy repiilogép tarsasag gépei szamdra. Ebben a modellben
minden gép a kiilonb6z6 varosok repiilSterei kozott jar korbe. Minden [;; alsé korlatot
egyre valasztunk azokban az esetekben, ha biztositanunk kell egy jaratot az ¢ csomdpont-
bol a j csomdpontba. Itt a graf csucsai a térbeli elhelyezkedés és az indulasi/érkezési
1dOpont kombindcidjat reprezentéljdk, példaul Budapest 10:00, London 11:00. Az egyes
repiil6tereken valdé varakozdsnak pedig tovabbi élek feleltethet6k meg, amelyeknek
szintén lehetnek kapacitdskorlatai (a repiil6tér befogadd képessége) és nullatdl kiilon-
bz koltségei is.



1.3. Altalanositasok

Az aldbbiakban attekintjiik a minimalis koltségii folyam feladat szokdsos éltalanositdsait
€s azok néhany alkalmazasi lehet6ségét. Ezekkel jelen dolgozat keretében részletesebben
nem foglalkozunk, azonban az itt felsorolt példak szintén jol mutatjdk a vizsgdlt modell
jelent8ségét, tovabba az dltalanosabb folyamproblémak részfeladataiként gyakran kapunk
minimalis koltségl folyam feladatot.

1.3.1. Konvex koltségii folyam

Az eddig targyalt modellben feltettiik, hogy a folyam koltsége a mennyiség linearis fiigg-
vénye, ezzel szemben a konvex koltségii folyam (convex cost flow) feladatban csak annyit
kotiink meg, hogy ez valamilyen konvex fiiggvény legyen. Szamos olyan probléma van,
amelynél sziikséges lehet ez az dltalanositas, példaul: elektromos hal6zatokban az ellen-
allasok hatasédra bekovetkez6 villamosenergia-veszteségek leirdsa; az egyes vonalak ter-

heltsége, illetve az esetleges torlédasok miatt felléps késleltetés, varakozasi ido kezelése
kiilonboz6 kozlekedési és kommunikacids hdlézatokban.

1.3.2. Altalanositott folyam

Az dltaldnositott folyam (generalized flow) modellben az egyes élek ,.fogyaszthatjak™ és
,.novelhetik” is a rajtuk atfoly6 folyamot. Ha az i csticsbél az (i, j) élen z;; egységnyi
folyam 1€p ki, akkor a j csucsba p;;7;; egységnyi érkezik meg. Ha 1;; < 1, akkor az €l
veszteséges, ha pedig p;; > 1, akkor nyereséges. Ez a megkozelités természetes modon
felmeriil sok alkalmazasban, példaul: villamos energia tovabbitdsa elektromos hdlézatok-
ban, ahol a vezetékeken veszteség léphet fel; vizvezeték-hdldzatokban, csatorndkban a
szivargés, illetve parolgds jelenségének kezelése ; valamilyen romlandé termék szallitdsa;
valamint pénziigyi, gazdasigi rendszerek modellezése, ahol az egyes élek reprezentéljak
a kiilonbozd befektetési lehetdségeket, eseményeket, a hozzdjuk rendelt szorz6 tényezdk
pedig a varhat6é hozamot, illetve veszteséget.

1.3.3. Tobbtermékes folyam

A tobbtermékes folyam (multicommodity flow) feladatban egyszerre tobb arucikk van
jelen ugyanabban a hdlézatban. Mindegyiknek kiilon vannak termel$ és fogyaszt6 csu-
csai, kiilon kiegyenlitettségi feltételek vonatkoznak rajuk, viszont az élek kapacitdsain
osztoznak. Az alapvet6 probléma tehdt nyilvan az, hogyan osszuk fel a rendelkezésre
allé kapacitdsokat az egyes termékek kozott. Ez a feladat is szdmos valds probléma
modellezésére alkalmas, példaul: utasok kozlekedése egy véros bizonyos pontjai kozott ;
kiilonboz6 termékek, mezdgazdasagi termények szallitdsa egy-egy orszagon belill, illetve



orszagok kozott; valamint iizenetek kiilldése egy kommunikacids haldézatban kiillonbozd
kiild6-cimzett parok kozott.

1.4. Torténeti elozmények

Els6ként L. V. Kantorovich orosz matematikus vizsgalt olyan szallitasi problémakat, ame-
lyek a minimdlis koltségli folyam modell kialakuldsdhoz vezettek. 1939-ben irt értekezése
[43] csak joval kés6bb, az 1960-as években valt ismertté, miutdn nyugaton is elkezdddtek
hasonl kutatdsok. 1975-ben T. C. Koopmans holland matematikussal megosztva Koz-

gazdasagi Alfred Nobel-emlékdijjal jutalmaztdk.

Kantorovich kilenc kiilonbozd problémaosztalyt hatarozott meg, amelyek kozott szere-
pel példaul: munka elosztdsa az egyes munkagépek kozott; rendelések elosztisa gyarak,
termel&iizemek kozott; kiillonbozd nyersanyagok, illetve iizemanyag elosztdsa; valamint
optimalis teherszallitasi tervek készitése. Késobb, az 1940-es években megjelent munka-
iban mdr foglalkozott kapacitdskorldttal rendelkezd haldzatokkal is, valamint felismerte a

primdl és dudl feladat kapcsolatét.

Nyugaton F. L. Hitchcock foglalkozott el6szor hasonlé problémdkkal, 1941-ben megfo-
galmazta az 23, szakaszban bemutatott klasszikus széllitasi feladatot [40]. Egy m X n
dimenzids geometriai reprezentacidt adott m gyar és n véaros kozti aruszillitds problé-
mdjara, bevezette a megengedett tartomdny €s az extremdlis pontok fogalmat. 1947-ben
Koopmans pedig megfogalmazott egy optimalitdsi kritériumot, €s megmutatta, hogy az
extremdlis pontoknak a graf terminolégidban feszit6fak felelnek meg.

H. W. Kuhn 1955-ben [51] a hozzarendelési feladat megoldédsara kidolgozott egy algo-
ritmust, amely két magyar matematikus, Egervary Jend és K&nig Dénes eredményeire
épiilt, ezért az & tiszteletiikre magyar modszernek nevezte el. Kés6bb ez az operdcidku-
tatas egyik legjelentésebb mddszere lett, amely hal6zati folyamokkal, parositdsokkal és
matroidokkal kapcsolatos szdmos algoritmus kidolgozasét alapozta meg.

A halézati folyamok — és ezen beliil a minimélis koltségli folyam modell — ma hasznalt
fogalomrendszerének kialakuldsa, az alapvetd elméleti eredmények jelentds része L. R.
Ford és D. R. Fulkerson munkdssadgdnak koszonhets. 1962-ben megjelent értekezésiik-
ben [22] szamos eredményiiket 0sszefoglaltdk, megfogalmaztak és részletesen elemez-
ték tobbek kozott a minimaélis koltségli folyam problémdt, és bemutattak tobb kiilonb6zo
megoldési modszert is.

Az 1960-as évektdl eldtérbe keriilt ez a problémaosztily, és az 1990-es évekig folyamato-
san sziilettek djabb és Ujabb eredmények. Ezek részletes idorendi attekintését6l azonban
eltekintiink, helyette a . fejezetben az egyes megolddsi mddszerek targyalasakor uta-
lunk azok torténeti elozményeire. Ahuja, Magnanti és Orlin [] konyvében megtaldlhat6
minden ismertebb algoritmus torténeti hatterének osszefoglaldsa szamos hivatkozdssal,
Schrijver [59] cikke pedig a hdlézati folyamok elméletének fejlodését mutatja be.



1.5. Feltételezések és atalakitasok

A dolgozat tovabbi részeiben az [[1l. alfejezetben leirt minimdlis koltségii folyam felada-
tot vizsgaljuk, és arra keresiink megoldé algoritmusokat. Ehhez azonban el6sz6r megfo-

galmazunk néhdny tovabbi feltételezést, és megmutatjuk, hogy megfeleld atalakitasokkal
ezek biztosithatok.

1.1. Feltételezés. Minden adat (kapacitds, élkoltség és termelés/fogyasztds érték) egész.

Ez a feltételezés az alkalmazdsok tobbségénél nem jelent Iényegi megszoritast, ugyanis a
raciondlis szamokat egy kellden nagy szdmmal megszorozva egésszé alakithatjuk, az irra-
ciondlis szdmokat pedig eleve valamilyen raciondlis kozelitéssel helyettesitjiik a szamito-
gépes abrazolds sordn. A B2 alfejezetben megmutatjuk, hogy ha ezen feltétel mellett a
feladatnak van optimalis megolddsa, akkor lIétezik olyan optimdlis megoldas is, amelyben
minden z;; érték egész, ezért a tovabbiakban minden esetben ilyen folyamot keresiink.

1.2. Feltételezés. Minden kapacitdsérték véges.

Altalaban ez a feltétel sem jelent megszoritast, ugyanis a végtelen kapacitdsokat a tobbi
adat fliggvényében lecserélhetjiik kellden nagy véges értékekre. Olyankor viszont ez
nem alkalmazhat6, amikor az eredeti feladatban a végtelen kapacitdsok miatt a megen-
gedett megolddsokhoz tartozé célfiiggvényértékek halmaza alulrél nem korlatos, ugyanis
a transzformadlt feladatnak nyilvan ilyenkor is létezne optimdlis megolddsa. Az ilyen
eseteket azonban konnyen kizdrhatjuk az aldbbi kritérium alapjan [B5].

1.3. Tétel. A minimdlis koltségii folyam feladatnak akkor és csak akkor létezik optimdlis
megolddsa, ha létezik megengedett megolddsa, és a G grdf nem tartalmaz olyan negativ
osszkoltségil irdnyitott kort, amelyben minden él kapacitdsa végtelen.

Tehat ha az eredeti feladatban szerepelnek végtelen kapacitasok, akkor megvizsgaljuk,
hogy 1étezik-e végtelen kapacitdsu negativ kor. Ha igen, akkor a feladatnak nincs opti-
malis megoldasa, egyébként pedig a végtelen kapacitdsokat lecserélhetjiik kelléen nagy
véges kapacitdsokra.

Vegyiik észre, hogy az [[l. és 2. feltételezések mellett a feladatnak csak véges sok
kiilonboz6 (egészértékii) megengedett megoldasa lehet, ezért ha 1étezik megengedett meg-
oldas, akkor 1étezik optimalis megoldas is.

1.4. Feltételezés. A b(i) termelés/fogyasztds értékek dsszege nulla.

Ez a kikotés mindenképpen sziikséges ahhoz, hogy a feladatnak legyen megengedett meg-
oldésa, ugyanis:



Db =3 ( X w - X )=

% eV j:(i,j)EE j:(Ji)eE
i€V j:(i,j)eE i€V j:(ji)eE

1.5. Feltételezés. Minden ;; also korldt nulla.

Ez a kikotés az altalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetd, ugyanis minden minimalis
koltségii folyam feladat ekvivalens modon atalakithato tigy, hogy ez teljesiiljon. Legyen
(i,7) egy tetsz6legesen rogzitett €1 [;; # 0 alsé korlattal. Ekkor az [I. dbran lathaté médon
ezen az €len az x;; folyamérték helyett tekintsiik az x}; = x;; — l;; értéket, és legyen [j; =
= 0, uj; = u;; — l;;. Bzdltal a mennyiségkiegyenlitettségi feltételben b(i) [;;-vel csokken,
b(j) pedig [;;-vel novekszik, igy ezt az 4talakitdst minden élre elvégezve adédik, hogy:

Vi) =b()— > L+ > L

j:(ij)eE J:(Gi)eE

A fenti transzforméciot egy két fazisbol allé megoldasi mddszerként is értelmezhetjiik.
El6szor minden (4, j) élen [;; folyamot folyatunk, aztdn a mdasodik 1épésben az ehhez
hozzdadand6 tovdbbi folyammennyiségeket (az x7; értékeket) keressiik oly médon, hogy
azok 0sszkoltsége minimdlis legyen.

b(i) b(7) b(i) — i b(j) + i

uij—lij,cij
® O O e

Tij €T,

Uijy Cij

1. abra. Nem nulla als6 korlatok eltavolitasa

Kénnyen ldthatd, hogy az igy definidlt [, w;;, z}; €s U'(i) értékekre a sziikséges felté-
telek teljesiilnek, tovabba az eredeti és a transzformalt feladat megoldésai kdlcsondsen
egyértelmiien megfeleltethet6k egymasnak oly médon, hogy a két célfiiggvényérték kozti
kiilonbség minden esetben megegyezik a Z(i, j)er Cijlij konstanssal. Tehat a két feladat

ekvivalens.

Ezek alapjdn a tovdbbiakban eltekintiink az [;; als6 korlatoktol, csak az u;; kapacitasokkal
foglalkozunk.

1.6. Feltételezés. Minden c;; élkoltség nemnegativ.

v o

Az el6z6hoz hasonldan ez a feltétel is biztosithatd a feladat ekvivalens adtalakitdsaval.
A sziikséges transzformécio lényege, hogy minden negativ koltségt (7, j) €l esetén az x;;
véltoz6t u;; —x’;-re cseréljiik a feladatban. Ennek megfelelden a D, dbran ldthaté médon az
élt megforditjuk, lecseréljiikk egy (j, ) élre c;-i = —¢;; koltséggel és ugl = u;; kapacitassal.
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Ezt az atalakitast is egy két 1€pcsds megoldasi modszerként értelmezhetjiik. E16szor min-
den negativ koltségi (7, j) élen kiildjiik 4t a lehetd legtobb, vagyis u;; egységnyi folyamot

(ezéltal b(7) u;;-vel csokken, b(j) pedig w;;-vel novekszik), a masodik 1épésben pedig
/
ji
mennyit kell ebbdl levonni, mekkora az a folyammennyiség, amelyet mégsem folyatunk

at ezeken az éleken. Ezt a transzforméciét minden élre elvégezve adddik, hogy :

VE) =bE)— Y uwgt > g,

J:(g)er’ J:(GA)eE

a megforditott éleken visszafolyd mennyiségek (az z’; értékek) azt adjadk meg, hogy

ahol E’ jeloli az eredeti graf negativ koltségii éleinek halmazat.

b(i) b(4) b(i) — uij b(j) + i
Ui, Cij Uijy, —Cij
@ i) — (D«p @)

Lij xji

2. 4dbra. Negativ élkoltségek eltdavolitasa

Megjegyezziik, hogy a fenti dtalakitis kovetkeztében a grafban megjelenhetnek parhuza-
mos élek, akkor is, ha eredetileg nem voltak. Az ilyen feladatok esetén azonban a gya-
korlatban tobbnyire olyan grafimplementdciét haszndlnak, amely megfeleléen kezeli a
parhuzamos éleket. A tovdbbiakban mindig ilyen megvaldsitast feltételeziink, viszont az
elméleti tirgyalds sordn az egyszeriiség kedvéért tovabbra is megtartjuk az élek (i, j) jelo-
1€sét.

1.7. Feltételezés. G irdnyitott grdf.

Az eddigiekben is irdnyitott griafra fogalmaztuk meg a feladatot, viszont bizonyos alkal-
mazasokban irdnyitatlan hal6zatok szerepelnek. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy
az (3. és [[A. feltételezések mellett minden irdnyitatlan grafra megfogalmazott mini-
madlis koltségli folyam feladatot természetes mdédon 4tirhatunk irdnyitott grafra. Fontos
megjegyezniink azonban, hogy irdnyitatlan hdlézatok esetén ez a két feltétel lényegi
megszoritist jelent. A fent bemutatott transzformacidk ilyenkor nem alkalmazhatok,
ugyanis nem tudjuk meghatdrozni, hogy a kérdéses éleken kezdetben dtkiildendd [;;,
illetve u;; folyammennyiséget hogyan osszuk el a két irdny kozott. Rdadasul nem nulla
alsé korlatok, illetve negativ €lkoltségek esetén az irdnyitatlan feladatnak dltaldban ugy
van értelme, ha kikotjiik, hogy minden élen csak egy irdnyba folyhat folyam, ez viszont
NP-nehéz problémakat eredményez [[2'7].

Feltessziik tehat, hogy nincsenek alsé korlatok, és minden élkoltség nemnegativ. Jelolje
{i,j} az i és j csticsok kozotti iranyitatlan élt (vagyis {¢,7} = {j,i}), amelynek kapa-
citdsa uy; 1, koltsége pedig cg; jy > 0. Ekkor az {7, j} élen a két irdnyba Osszesen uy;
folyam folyhat, az egységnyi koltség pedig mindkét esetben cy; ;1. A folyam fogalma tehat

11



sziikségszertien iranyitott marad, ezért a megoldast x;;, z;; ({i,j} € E) alakban keressiik.
Ezek alapjdn irdnyitatlan grafra az aldbbi médon irhat6 fel a feladat: hatdrozzuk meg a

min Z (C{i,j}xij +C{i’j}ﬂfji) (7)
{i,j}€E
értéket a
j:{i,j}eE j:{i,j}eE
Tij + Tji < Uy V{i,j} € E, )
0 S Lij, Ljs V{Z,]} <) (10)

feltételek mellett.

Mivel azonban feltettiik, hogy a koltségek nemnegativak, ha 1étezik optimélis megoldas,
akkor nyilvan létezik olyan optimalis megoldas is, ahol minden {i, j} élre z;; és xj; koziil
legalabb az egyik nulla. A (B) feltétel ugyanis atirhat6 a kovetkez6 médon:

Z Tij — Z T = Z (wij — xji) = b(1) VielV.
j{ijlerE j{ijleE j{ijleE
Tehat x;; és x;; koziil a kisebb helyett nulldt, a nagyobb helyett a kettd kiilonbségét irva
a (B) — (I0) feltételek tovabbra is teljesiilnek, a (@) célfiiggvény értéke pedig nem novek-
szik. Ezzel azt értiik el, hogy a megoldas dtfedésmentes lesz, vagyis barmely élen legfel-
jebb az egyik irdnyba folyik folyam. Vegyiik észre, hogy pozitiv als6 korlatok esetén ez
az atalakitds nem lenne lehetséges.

Ezek utén irjuk 4t a (Z) — (I0) feladatot irdnyitott grafra oly médon, hogy minden {7, j }
irdnyitatlan élnek egy (i, j) és egy (J, 7) élt feleltetiink meg uy; ;1 kapacitassal és cy; ; kolt-
séggel. Ekkor a két modell nem atfedd folyamai nyilvan kdlcsondsen egyértelmiien meg-
feleltethet6k egymasnak (azonos célfiiggvényértékkel), az atfedd folyamok pedig mindkét
esetben olyan nem 4atfedd folyamokka alakithatdk, amelyek koltsége nem nagyobb. Tehat
az egyik feladat bairmely optimalis megolddsabdl konnyen kaphatunk optimdlis megoldast
a masikra, és viszont, vagyis a két probléma ekvivalens.

Az eddigiekben adott feltételezéseket 0sszegezve fogalmazzuk meg Gjra a vizsgélt felada-
tot. Hatdrozzuk meg a
min Y ey (11)
(i,4)eE
értéket a
>y Y wp=b(i) VieV, (12)
J:(ij)EE J:(Gi)eE
0 <y < v(i,j) € E (13)
feltételek mellett, ahol feltessziik, hogy minden b(i), ¢;;, u;; és x;; érték egész, minden c¢;;
koltség nemnegativ, valamint ) ., b(i) = 0. A tovdbbiakban minimélis koltségti folyam
feladat alatt minden esetben ezt értjiik.
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1.6. Elkoltségek kezelése

Ebben az alfejezetben még néhdny sziikséges fogalmat targyalunk, amelyek az élkoltsé-
gekkel rendelkezd folyammodellhez kapcsolddnak.

1.6.1. Maradék halozat

A haélézati folyamokkal kapcsolatban az egyik alapvetd fogalom a maradék (rezidudlis)
kapacitds, illetve hal6zat, amelyeket ismertnek feltételeziink. Ebben a modellben azon-
ban — a maximdlis folyam feladattal ellentétben — koltségeket is értelmeziink a maradék
halézat élein.

A maradék hédlézat fogalmanak lényege az, hogy a folyamokat nem abszolit értelem-
ben vizsgaljuk, hanem egy rogzitett folyamhoz viszonyitva, annak médositasaként, ami
az algoritmusokban tipikusan egy koztes megoldason valé javitdsnak felel meg. Legyen
tehdt x egy rogzitett folyam a G halézatban. Ekkor egy (4, j) élen i-b6l j-be még u;; — x;
folyamot kiildhetiink 4t c;; koltséggel, j-bol i-be pedig a mar meglévd folyam csokkenté-
sével dtvihetiink x;; mennyiséget. Az utobbi esetben nyilvan csokkentjiik a célfiiggvény
értékét, igy ebben az irdnyban —c;;-re valasztjuk az élkoltséget.

Tij = Ui — Tij, Cij

R Wij, Cij X
Ol — O 0

Tji = Tij, —Cij

3. abra. Maradék halozat

Ezek alapjan az eredeti graf minden (i, j) élét a B. dbran lathaté médon egy (i, j) és egy
(7,1) élre cseréljik. Az (i, j) €l maradék kapacitdsa r;; = u;; — x;;, koltsége ¢;;, a (7,1) €l
maradék kapacitdsa pedig r;; = x;;, koltsége —c;;. Az ilyen médon definidlt élek koziil
a pozitiv maradék kapacitdssal rendelkezdk alkotjdk az = folyamhoz tartozé GG, maradék
halézatot.

Megjegyezziik, hogy ha a GG grafban két cstics kozott mindkét irdnyba vezet €1, akkor a G,
maradék hal6zatban megjelenhetnek parhuzamos élek, amelyeknek maradék kapacitasa,
illetve koltsége kiilonbozo lehet. Ezért — ahogy kordbban is emlitettiik — mindig olyan
megval6sitast feltételeziink, amelyben ez nem okoz gondot, viszont tobbnyire megtartjuk
az élek kissé pontatlan (7, j) jelolését.

1.6.2. Redukalt élkoltségek

A minimalis koltségli folyam feladatra adott algoritmusokban gyakran van sziikség arra,
hogy a graf éleinek koltségét a végpontjaikhoz hozzarendelt un. potencidlértékek alapjan
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modositsuk. Ezek az egyes algoritmusokban tipikusan valamilyen koztes szamitdsi ered-
ményeket jelenitenek meg, amelyeket a kiilonb6z6 tudomanyteriileteken definidlt poten-
cidlokhoz hasonlé médon értelmezhetiink.

A G graf minden ¢ csicsdhoz hozzédrendelve egy tetszGleges elGjeld (i) potencidlértéket,
a m-hez tartozo redukdlt élkoltségeket az eredeti koltség és az €l végpontjai kozott 1€vo
potencidlkiilonbség dsszegeként definidljuk:

o =ci;— (i) +m(j) V(i,j) € E.

1]
Azonosan nulla potencialfiiggvény esetén nyilvéan az eredeti koltségeket kapjuk vissza.

Mivel sok algoritmusban alkalmazzuk ezeket, fontos megvizsgdlni az eredeti és a redukalt
élkoltségek kapcsolatat.

1.8. Allitas. Tetszoleges m potencidlfiiggvény esetén teljesiilnek az alabbiak.

a) Az eredeti és a redukdlt élkoltségek szerint vett minimdlis koltségii folyam feladat
optimdlis megolddsai megegyeznek, és a két célfiiggvényérték kozti kiilonbség min-
den esetben a ., m(i)b(i) = 7b konstans.

b) Minden W irdnyitott korre 3 ; »cyw €5 = 32 iyew Cij-

¢) Minden P irdnyitott iitra, amely a k csiicsbol az | csiicsba visz Z(w.) epCh =

Bizonyitds. Az els6 Osszefiiggés beldtdsahoz induljunk ki az azonosan nulla potencial-
fiiggvénybdl. Ha egy ¢ cstcs potencidljat m(i)-re valtoztatjuk, akkor definicié szerint
minden ¢-bdl indul6 élen 7(7)-vel csokken, és minden i-be mutaté élen 7(i)-vel novek-
szik a redukaélt koltség. Igy tetszGleges megengedett folyam esetén a célfiiggvényértékben
tortént valtozds a (1) érték, valamint az i cstcs Osszes kifoly6 és befoly6 folyama kiilonb-
ségének szorzata. Ez az utdbbi kiilonbség viszont éppen a b(7) termelés/fogyasztas érték,
tehat a fenti 1épést minden csuicsra elvégezve addédik az allitds a) pontja.

A b) és c) Osszefliggések pedig egyszerlien kovetkeznek abbdl, hogy az egymdshoz csat-
lakoz¢6 irdnyitott élek redukalt koltségeinek Osszegében az ellentétes eldjellel szerepld
csucspotencidlok kiejtik egymast. W

1.7. Optimalitasi feltételek

Az aldbbiakban bemutatunk harom kiilonb6z6, de ekvivalens optimalitasi feltételt a mini-
malis koltségli folyam feladatra. Ezek tobb szempontbdl is nagyon fontos szerepet tol-
tenek be a megold6 algoritmusokban: egyrészt egy konkrét megoldds esetén konnyen
és hatékonyan ellendrizhetSk, masrészt kozvetleniil is Otletet adnak egy-egy modszer
kidolgozasahoz. E16szor azonban kimondunk egy fontos tételt, amelybdl ezek a feltételek
kovetkeznek.
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1.9. Tétel. A minimdlis koltségii folyam feladat egy tetszdleges v megengedett megolddsd-
bol egy tetszoleges y megengedett megoldds elédllithato a G, maradék hdlozat legfeljebb

m irdnyitott kore mentén torténd vdltoztatdssal, és az y folyam koltsége megegyezik az x
folyam koltségének és a korok mentén kiildott folyamok koltségének osszegével.

A tétel bizonyitdsa azon a tulajdonsagon alapul, hogy minden megengedett folyam szét-
bonthato egyszeri utakra és korokre [2].

1.10. Tétel (Negativ kor optimalitasi feltétel). A minimdlis koltségii folyam feladat egy
x* megengedett megolddsa akkor és csak akkor optimdlis, ha a G .~ maradék hdlozat nem
tartalmaz negativ 6sszkoltségii iranyitott kort.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy x megengedett megoldashoz tartozé GG, maradék halé-
zat tartalmaz negativ kort. Ekkor x nyilvan nem lehet optimalis, ugyanis a célfiiggvényér-
ték csokkenthet6 azdltal, hogy pozitiv folyammennyiséget kiildiink egy ilyen kér mentén.
Vagyis ha z* optimdlis, akkor G~ nem tartalmaz negativ kort. Mdsrészt tegyiik fel, hogy
egy x* megengedett megoldas esetén (-~ nem tartalmaz negativ kort, és legyen z’ egy
optimalis megoldas. Az 9. tétel szerint ekkor az 2’ — x* folyam el&all G,«-beli irdnyitott
korok osszegeként. Mivel azonban (G,+-ban nincs negativ kor, ez a mdédositds biztosan

nem csokkenti a célfiiggvény értékét, igy cx™ < ca’/, tehat z* is optimdlis megoldds. m

Az egyes algoritmusokban gyakran haszndlunk csucspotencidlokat és redukalt koltsége-
ket, ezért sokszor hasznos a fenti tétel alabbi atfogalmazasa.

1.11. Tétel (Redukalt koltség optimalitasi feltétel). A minimdlis koltségii folyam fel-
adat egy x* megengedett megolddsa akkor és csak akkor optimdlis, ha létezik olyan ©
potencidlfiiggvény, amelyre a G~ maradék hdlézat minden (1, j) élének redukdlt koltsége
nemnegativ.

A feltétel szemléletes jelentése érthet6bbé vilik, ha 0sszevetjiik a legrovidebb tt prob-
léma egyszer(ibb optimalitasi kritériumaval. A szokdsos jeloléssel legyen d(i) az i cstics
tavolsdgcimkéje. Egy megoldds csak akkor lehet optimélis, ha minden (4, j) élre

Vegyiik észre, hogy ezt atirhatjuk az aldbbi ekvivalens formédba: minden (i, j) élre
i = ¢y +d(i) — d(j) > 0.

Ez az alak pedig m = —d vdlasztassal a fenti optimalitdsi feltételnek felel meg: a G-
maradék hdlézat minden (7, 7) élére

ciy = ¢y — (i) +7(j) > 0.
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Altalaban is igaz, hogy szoros kapcsolat 41l fenn a minimalis koltségti folyam feladatban
szerepl§ csucspotencidlok és megfelels tavolsdgeimkék kozott. A u(i) = —m (i) mennyi-
séget értelmezhetjiik ugy, mint egy egységnyi terméknek az ¢ csucsban val6 beszerzési
koltségét, €s igy ¢7; a teljes koltsége annak, hogy egy egységnyi terméket az ¢ csucsban
megvdasarolunk, majd a j csucsba elszallitjuk és ott eladjuk. Ezek alapjdn egy szallit4si
terv, egy folyam nyilvan akkor és csak akkor optimélis, ha azon (i, j) élek mentén, ame-
lyek maradék kapacitdsa pozitiv (még szallithatunk), mar nem tudunk javitani, vagyis ha
ci; 2 0, azaz p(j) < p(i) + ¢;j. Ez pedig éppen a fenti optimalitési kritériumot adja.

Bizonyitds. A redukalt koltség optimalitasi feltétel ekvivalens a negativ kor feltétellel.
Tegyiik fel, hogy egy =* megengedett megolddsra és 7 potencidlra teljesiil az el6bbi.
Ekkor nyilvdan minden G,+-beli W irdnyitott korre (i./)eW 2 0, igy az [CR. allitas-
ban szerepld b) osszefiiggést felhasznalva Z(i, few Gij = 0, tehat (G +-ban nincs negativ
kor. Masrészt tegyiik fel, hogy GG~ nem tartalmaz negativ kort, és egészitsiik ki ezt a gra-
fot egy olyan virtudlis s csuccsal, amelybdl minden valds ¢ csicsba egy nulla koltségii
€l vezet. Az igy kapott graf szintén nem tartalmaz negativ kort, és az s csucsb6l min-
den cstics elérhetS. Ismert, hogy ilyenkor az egyes csticsoknak az s csdcst6l mért d(-)
tdvolsdga joldefinialt (d(¢) < 0 minden ¢ csdcsra), és minden (4, j) élre d(j) < d(i) + ¢,
vagyis ¢;;+d(i) —d(j) > 0. Tehat 7 = —d valasztdssal éppen a kivant feltételt kapjuk. m

7

Az el6z0 két tételben a maradék haldzat segitségével adtuk meg az optimalitds feltéte-
1ét, az alabbiakban pedig kimondjuk ezek ekvivalens atfogalmazasét az eredeti hal6zatra
nézve.

1.12. Tétel (Complementary Slackness optimalitasi feltétel). A minimdlis koltségii
folyam feladat egy x* megengedett megolddsa akkor és csak akkor optimdlis, ha létezik
olyan T potencidlfiiggvény, amellyel a G grdf minden (i, j) élére teljesiilnek az aldbbiak.

a) Ha cfj > 0, akkor x;‘j =0.

b) Ha 0 < :U;‘j < uyj, akkor C?j = 0.

¢) Ha cj; <0, akkor xj; = u;j.

Bizonyitds. Felhasznélva, hogy a maradék hal6zat definicidja szerint egy (i,7) € FE él

esetén cj; = —cj,

7;» tovabba hogy az (1, 7) él pontosan akkor szerepel a G« hdlézatban, ha
x7; < iz, a (j,1) €l pedig pontosan akkor, ha z}; > 0, egyszeri meggondoldssal adddik,

hogy a tétel ekvivalens a redukalt koltség feltétellel. m
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1.8. A feladat dualitasa

A linedris programozdsban kiilondsen is fontos fogalom a dualitds, amelyet alapvetéen
ismertnek feltételeziink. Minden linedris programozasi feladathoz megadhaté egy un.
dudl feladat, amelynek optimalis célfiiggvényértéke megegyezik az eredeti (primdl) prob-
léma optimalis megoldasdnak célfiiggvényért€ékével (ha ez 1étezik). Maximalizalasi fel-
adat dualisa minimalizalasi feladat, és forditva.

Sok olyan probléma van, amelyet megfogalmazhatunk linearis programozdsi feladatként,
de a specialitdsait kihasznédlva hatékonyabb megoldasi mddszereket adhatunk rd, mint az
altalanos esetre. Ilyen a minimalis koltségii folyam feladat is. A dualitds viszont ezekben
az esetekben is fontos, ugyanis a dudl probléma megtaldldsa szinte mindig egyiitt jar egy
polinomialis megolddsi modszer megtaldlasaval, tovdbba tobbnyire egyszerl és hatéko-
nyan ellendrizhet6 optimalitési feltételeket eredményez. Az aldbbiakban az 3. alfejezet-
ben megfogalmazott (IIl) — (I3) feladat dualitasat vizsgéljuk.

Egy linedris programozasi feladat duélisdnak meghatdrozdsakor egy dudl véltozot rende-
liink a primal feladat minden korlatozo feltételéhez (kivéve a nemnegativitasi feltételeket).
Az i csucsra vonatkoz6 termelés/fogyasztas feltételhez rendeljikk hozza a (i) valtozét,
az (i, j) élre vonatkoz6 kapacitasfeltételhez pedig az «;; véltozoét. Ezekkel a jelolésekkel
a dudlis minimélis koltségl folyam feladat a kovetkezdképpen irhat6 fel: hatdrozzuk meg
a

max Zb(l)ﬂ'(l)— Z (TRtety (14)

eV (3,5)€E
értéket a
m(i) = 7(j) — iy < ¢y V(i, j) € E, (15)
a;; > 0 V(i,j) € E (16)

feltételek mellett.

A tovébbi vizsgilatok egyszer(ibbé tehetGk azaltal, ha ebbdl az alakbdl az «;; valtozo-
kat kitranszformaéljuk. Vegyiik észre, hogy a m(7) értékeket csicspotencidloknak tekintve,
és az [LA7. szakaszban bevezetett redukalt koltségek cf; = ci; — m(i) + 7(j) jelolését
felhaszndlva, a (I3) feltételt atirhatjuk az alabbi mdédon:

ay > —c V(i j) € B (17)

Mivel a célfiiggvény értékét maximalizalni szeretnénk, €s minden «;; > 0 valtozo egyiitt-
hatdja negativ vagy nulla, mindegyikhez a legkisebb lehetséges értéket szeretnénk hozza-
rendelni. Igy a (IA) és (7 feltételek alapjan

a;; = max{0, —c], V(i,j7) € E. (18)

ij

Tehat ha ismerjiik a 7(7) véltozok optimdlis értékét, akkor az «;; véltozok optimadlis értéke
meghatdrozhato ilyen médon. Ezek alapjan a (I[4) — (I[6) dual feladatbol kitranszformalva
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az oy;; valtozokat az alabbi ekvivalens feladatot kapjuk:

max Zb(i)ﬁ(i)— Z u;; max{0, —cj; }. (19)
‘ (

i.j)eE
Ezzel a dudl probléma optimélis 7(7) értékek megtaldldsara egyszertisodott.

Ezek utdn kimondunk két fontos tételt, amelyek a linedris programozéasban ismert altal4-
nos dualitds tételek specidlis esetei [2], a bizonyitdsukat viszont jelen dolgozat keretében
nem targyaljuk.

1.13. Tétel (Gyenge dualitas tétel). Legyen z(x) a primdl feladat egy x megengedett
megolddsdhoz tartozo célfiiggvényérték, w(m) pedig a dudl feladat egy m™ megengedett
megolddsdhoz tartozo célfiiggvényérték. Ekkor w(m) < z(x).

A tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy ha egy x primdl megengedett megoldas és egy 7
dudl megengedett megoldas célfiiggvényértéke megegyezik, akkor mindketté optimalis.
A kovetkezd tétel pedig ilyen primal-dudl megolddsparok 1étezését mondja ki.

1.14. Tétel (Eros dualitas tétel). Ha a primdl feladatnak létezik optimdlis megolddsa,
akkor a dudl feladatnak is, és a két optimdlis célfiiggvényérték megegyezik.

Megjegyezziik, hogy a kordbban adott [l és T2 feltételezések mellett a tételben ele-
gendd lenne megengedett megoldas 1étezését feltenni, ugyanis abbdl kdvetkezik az opti-
malis megoldas l1étezése.

Fontos kapcsolat van a minimadlis koltségli folyam feladat dualitdsa és a kordbban bemu-
tatott optimalitasi feltételek kozott, amelyet az aldbbi tételben fogalmazunk meg.

1.15. Tétel. Egy x megengedett folyam és m potencidlfiiggvény esetén z(x) = w(w) akkor
és csak akkor teljesiil, ha az (x, ) pdr kielégiti a redukdlt koltség optimalitdsi feltételt.

Tehat az [Tl és TT2. tétel értelmében optimélis potencialfiiggvények megegyeznek az
optimélis dudl megoldasokkal. Igy a késGbbiekben targyalt minden olyan algoritmus,
amely redukalt élkoltségekkel dolgozik, és a folyamértékek mellett megfeleld csicspo-
tencidlokat is meghataroz, egyarant szolgaltat optimalis primal és dudl megoldast is.

1.9. Optimalis folyamok és potencialok

Az el6z6 két alfejezetben bemutattuk az optimadlis folyamok és optimaélis csucspotencid-
lok kapcsolatét. Az aldbbiakban pedig azt a kérdést vizsgaljuk, hogyan lehet egy optimélis
folyambdl kiindulva optimadlis potencidlfiiggvényt, illetve optimélis potencialfiiggvény-
b6l kiindulva optimadlis folyamot meghatarozni.
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Els6ként tegyiik fel, hogy adott egy z* optimadlis folyam. Ekkor az I_TTl. tétel bizonyitasa-
ban leirt médon egy legrovidebb tut-kereséssel meghatarozhatunk optimalis csucspotenci-
alokat.

Ezek utan vizsgdljuk meg a forditott esetet, amikor optimalis potencialértékek ismereté-
ben szeretnénk egy optimdlis folyamot meghatdrozni. Ehhez a G gréf éleit soroljuk be
hdrom csoportba a c7; redukalt koltségek szerint.

— Ha ¢f; > 0, akkor az [LT2. optimalitasi feltétel a) pontja szerint z7;-nek nulldnak
kell lennie. Legyen tehdt z}; = 0, és toroljiik az (i, j) €It a grafbol.

— Ha ¢j; < 0, akkor az [LT2. optimalitasi feltétel ¢) pontja szerint legyen x7; = u;j,
és toroljik az (7, j) élt a grafbol. Mivel azonban u,; egységnyi folyamot atkiildtiink
ezen az élen, b(7)-t csokkentsiik, b(j)-t pedig noveljiik u;;-vel.

— Ha ¢f; = 0, akkor az [LT2. optimalitési feltétel alapjan x7; tetsz6leges értéket felve-
het 0 €s Uyj kozott.

Az ilyen médon kapott hdlézatban egy megengedett folyamot keresve az eredeti feladat
egy optimdlis megolddsat kapjuk. A BZXTl. szakaszban pedig megmutatjuk, hogy a meg-
engedett folyam-keresés visszavezethetd maximadlis folyam feladatra.
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2. Megoldasi modszerek

Az elmult néhdny évtized sordn szdmos algoritmust dolgoztak ki a minimalis koltségii
folyam feladat megoldasara. Ezeket tobbféleképpen is csoportosithatjuk : egyrészt a meg-
kozelités mddja szerint megkiilonboztetiink primdl, dudl, primdl—dudl és relaxdcios méd-
szereket, masrészt a miiveletigényiik alapjan beszélhetiink kvdzipolinomidlis, polinomid-
lis és erdsen polinomidlis algoritmusokrol. Ebben a fejezetben az utébbi, elméleti és torté-
neti szempontbdl is meghatarozobb csoportositds szerint attekintjiik az ismert modszerek
sz€les skaldjat.

2.1. Miiveletigény-elemzés

Az egyes megoldasi modszerek targyaldsa sordan kdzponti szerepet kap a miiveletigényiik
elemzése €és aszimptotikus Osszehasonlitdsa, amelyben mindig a maximaélis 1épésszam
(legrosszabb eset) vizsgélatara szoritkozunk.

A minimalis koltségli folyam feladatot megold6 algoritmusok miveletigényét a kovet-
kez6 paraméterek fliggvényében adjuk meg: n a graf csucsainak, m az éleinek szdma,
C' az élkoltségek, U pedig a kapacitasok és termelés/fogyasztas értékek felsd korlatja.
Azt mondjuk, hogy egy algoritmus kvdzipolinomidlis, ha a miiveletigénye n, m, C, U egy
polinomidlis fiiggvényével feliilrdl becsiilhetd; polinomidlis, ha a futdsi ideje az élkolt-
ségek és kapacitdsok nagysdgdnak csak logaritmusatol fiigg, vagyis n, m, log C, logU
fliggvényében polinomidlis; illetve erdsen polinomidlis, amennyiben egy kizarélag n-tdl
és m-tdl fiiggd polinomidlis fiiggvénnyel feliilr6l becsiilhetd.

A vizsgdlt médszerekben gyakran meriilnek fel részfeladatként legrévidebb ut, illetve
maximdlis folyam problémdk, igy a futési idejiik erd6sen fiigg att6l, hogy ezek megol-
ddsdra milyen algoritmust haszndlunk. Ezért ilyenkor a miveletigényt ennek fiiggvé-
nyében adjuk meg, az aldbbiakban pedig attekintjilk az emlitett két feladatra jelenleg
ismert legjobb 1épésszamkorlatokat. Jelolje S P(n, m, C') a legrovidebb tt-keresés miive-
letigényét egy C-nél nem nagyobb nemnegativ egész élkoltségeket tartalmazé grafban,
MF(n,m,U) pedig a maximalis folyam-keresés miiveletigényét egy U-nal nem nagyobb
egész kapacitdsokkal rendelkez6 hdlézatban.

Nemnegativ élkoltségek esetén a legrovidebb tt probléma a Dijkstra-algoritmus Fibo-
nacci-kupacokat haszndl6 valtozataval [23] megoldhat6

SP(n,m) = O(m+nlogn) (20)

ersen polinomidlis id6ben. Viszonylag kicsi, egész €lkoltségek esetén azonban ennél
jobb korlétok is adhaték. Ahuja, Mehlhorn, Orlin és Tarjan 1990-ben [B] adott algorit-
musa O(m +n+/Tog C) id6ben fut, a legjobb ismert polinomidlis korldtok pedig a Thorup
altal 2003-ban [b6] bemutatott adatszerkezetekkel érhetdk el :

SP(n,m,C) = O(m + nmin{loglog n,loglog C'}). (21)
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A maximadlis folyam feladatra Dinic 1970-ben [20] egy O(n*m) idejdi algoritmust, tSle
fiiggetleniil Edmonds €s Karp pedig 1972-ben [21] egy O(nm?) idejt algoritmust adott,
amelyek Ford és Fulkerson mddszerén [22] alapultak. Dinic algoritmusa a Sleator és Tar-
jan altal 1983-ban [61] erre a célra kifejlesztett dinamikus fakkal O(nmlogn) idében
megvaldsithato.

Goldberg €és Tarjan 1986-ban [B1] kidolgozott egy masik nagyon hatékony megolddsi
modszert, az eldfolyam (preflow) algoritmust, és dinamikus fak felhasznaldsdval egy
O(nmlog(n?/m)) ideji implementdciét adtak rd. Késdbb Ahuja, Orlin és Tarjan [4]
hasonlé hatékonysagu skalazé algoritmusokat dolgozott ki.

A legjobb erésen polinomidlis korlat King, Rao és Tarjan [47] eredménye:

MF(n,m) = O(nmlog,, n). (22)

nlogn)

A legjobb polinomidlis korldtot pedig 1998-ban Goldberg és Rao [B0] adta:

MF(n,m,U) = O(mmin{n*? v/m}log(n®/m)logU). (23)

2.2. Kvazipolinomialis algoritmusok

Ebben az alfejezetben a minimdlis koltségli folyam problémara adott kvazipolinomid-
lis algoritmusokat mutatjuk be. Ezek nem csupan torténeti jelentoséggel birnak, ugyanis
egyrészt a L2711, és 727, szakaszban bemutatott negativ kor és ismételt legrovidebb iit
modszerek adjdk a két alapvetd megkozelitési mdédot (primal és dudl), igy alapjat képe-
zik tobb bonyolultabb algoritmusnak is; mdsrészt a Z25. és 26, szakaszban targyalt
relaxdcios és szimplex alapu algoritmusok a gyakorlatban a leghatékonyabb modszerek
kozé tartoznak.

2.2.1. Negativ kor modszer

A negativ kor (negative cycle vagy cycle-canceling) modszert Klein [48] dolgozta ki
1967-ben. Az algoritmus az [CT0. negativ kor optimalitési feltételen alapul : el6szor meg-
hatdrozunk egy megengedett megoldast, majd minden iterdciéban negativ koroket kere-
stink az aktudlis folyamhoz tartoz6 maradék hédlézatban. Ha taldlunk ilyen kort, akkor
€s ezzel az élt kiiktatjuk a maradék hal6zatbdl, ha pedig mér nem taldlunk, akkor az emli-
tett feltétel értelmében a folyam optimdlis.

Klein egy O(nm) ideji tdvolsdgcimkézs legrovidebb dt-algoritmust haszndlt a negativ
korok keresésére. Mivel a kezdeti folyam 6sszkoltségének mCU nyilvéan felsd korlatja,
€s az algoritmus ezt minden lépésben legaldbb eggyel javitja (ugyanis minden kapacitds
és folyamérték egész), az iteraciok szdma is legfeljebb mCU, igy a teljes miiveletigény
O(nm?CU).
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Az altaldnos médszer nem hatdrozza meg a negativ korok kivalasztdsanak sorrendjét, spe-
cidlis valasztasi szabdlyok alkalmazdsaval késobb kiilonbozd polinomidlis valtozatokat
dolgoztak ki. Weintraub [b8] azt javasolta, hogy minden iterdcidban olyan kér mentén tor-
ténjen javitds, amellyel a legnagyobb véltozas érhet el, késébb Barahona és Tardos Eva
[6] ennek egy modositott valtozatdrél megmutatta, hogy O(m? log(mCU) SP(n,m,C))
id6ben fut. Goldberg €s Tarjan [33] pedig egy erdsen polinomidlis negativ kor algoritmust
adott, amelyben mindig minimdlis dtlagkoltségli korok mentén javitanak. Megjegyezziik
tovdbba, hogy a D26. szakaszban bemutatott primal halozati szimplex algoritmus is a

negativ kor modszer egy sajitos valtozata.

A negativ kor algoritmusok primdl megkozelitési modot valdsitanak meg, aminek fontos
elénye, hogy barmely megengedett folyambdl kiindulva alkalmazhaték. Ez kiilondsen
akkor lehet hasznos, ha adott egy kozel optimalis megoldds, €s azt akarjuk javitani, amire
tipikus példa az, amikor egy hal6zatban valamilyen médszerrel mar meghataroztunk egy
minimalis koltségli folyamot, viszont utdna néhdny €l koltsége megvaltozott. Ilyenkor a
meglévs folyamot ezzel a médszerrel tobbnyire kevés iteracié drdn optimélis folyamma
alakithatjuk, feltéve persze, hogy a hdldzatban tortént véltozas kevés élt érint és nem tul
jelentds.

A negativ kor médszer egy egyszeriibb, valamint a fent emlitett er6sen polinomiédlis val-
tozatdt is megvalositottuk, elsdsorban elméleti jelentdségiik miatt. A B7. alfejezetben ezt
a két algoritmust és implementacidjuk modjat mutatjuk be.

2.2.2. Ismételt legrovidebb Gt médszer

Jewell 1958-ban [47], Iri 1960-ban [41], valamint Busacker és Gowen 1960-ban [13] egy-
mastdl fliggetleniil dolgozta ki az ismételt legrovidebb iit (successive shortest path) dudl
mobdszert. Megmutattak, hogy a minimadlis koltségli folyam feladat megoldhat6 legrovi-
debb ut-keresések sorozataval, és ezzel egy O(n*mU) idejd algoritmust adtak. KésSbb
Edmonds és Karp [T], valamint Tomizawa felismerte, hogy csucspotencidlok alkalma-
zasdval biztositani lehet a nemnegativ élkoltségeket a legrovidebb ut-keresésekhez, ezt
felhaszndlva pedig egy nagysédgrendileg gyorsabb, O(nU SP(n,m,nC)) idejd algorit-
must dolgoztak ki (a tovdbbiakban minden esetben ezt vizsgaljuk). Megjegyezziik, hogy
a futasi id6ben azért SP(n, m,nC') szerepel, mert az algoritmusban hasznalt redukalt
élkoltségeknek nem C', hanem nC' a felsé korldtja.

Az el6z6 szakaszban bemutatott negativ kor médszerben egy priméal megengedett megol-
dasbdl indulunk ki, és a célfiiggvény Iépésenkénti javitdsival érjiik el, hogy teljesiiljon az
optimalitas feltétele. Ezzel szemben az ismételt legrovidebb ut mddszer dudl megkdze-
litési médot alkalmaz: az azonosan nulla folyambdl kiindulva végig egy olyan folyamot
tartunk nyilvéan, amelyre teljesiilnek a nemnegativitasi és kapacitasfeltételek, viszont meg-
sértheti a termelés/fogyasztés feltételeket. Minden iteracioban kivalasztunk egy s csucsot,
ahol még tobblet van (vagyis a termelése nagyobb, mint a kifolyé és befoly6 folyam
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kiilonbsége), €és egy t csucsot, ahol még hidny van, majd a maradék halézat egy legro-
videbb ttja mentén atkiildjiik a lehetd legnagyobb folyammennyiséget s-bdl ¢-be. A fent
emlitett csucspotencidlok alkalmazdsaval biztositani lehet, hogy az algoritmus minden
1épésében teljesiiljon az [CTTI. feltétel, tehat az eredeti élkoltségek helyett hasznalhatjuk
a nemnegativ redukalt koltségeket, €s igy Dijkstra algoritmusaval sokkal hatékonyabban
kereshetiink legrovidebb utakat. Mivel minden 1épésben csokkentjiik valamely csticsban
a tobbletet, egy masik csticsban pedig a hidnyt, az iterdciok szama legfeljebb nU/2 lehet,
tehdt az algoritmus valéban O(nU SP(n, m,nC')) idGben fut.

z 2

A késobbiekben bemutatunk olyan algoritmusokat, amelyek daltaldban jéval hatéko-
nyabbak, azonban viszonylag kis termelés/fogyasztds értékek esetén ez a mddszer az
egyik leggyorsabb. A gyakorlatban pedig sokszor felmeriil példaul az a feladat, hogy egy
halézat két csucsa kozott k értékd minimalis koltségli folyamot keresiink valamely kis &
egészre, tovabba az [24. szakaszban targyalt hozzdrendelési feladat is ilyen hédldzatot
eredményez (U = 1). Ezen kiviil — ahogy korabban is emlitettiik — ez a modszer alapjat
képezi tobb bonyolultabb, skaldzasi technikét alkalmaz6 algoritmusnak is.

Egyszertisége és hatékonysdga miatt megvaldsitottuk az ismételt legrovidebb tt algorit-
must, valamint annak egy kapacitdsskalazé véltozatat is, amelyeket a B3. alfejezetben
részletesen targyalunk.

2.2.3. Primal-dual médszer

Ford és Fulkerson [22] kidolgozott egy primdl—dudl megoldédsi modszert a minimalis kolt-
ségli folyam feladatra. Ez az ismételt legrovidebb tit algoritmushoz hasonléan egy olyan
folyamot tart nyilvan, amely megsértheti a termelés/fogyasztds feltételeket, s ezen min-
den 1épésben legrévidebb utak mentén kiildott folyamokkal javit. A kiillonbség az, hogy a
primal—dudl moédszer minden iterdcioban egy maximdlis folyam feladatot megoldva egy-
szerre tobb legrovidebb ut mentén javit.

Az algoritmus azzal indul, hogy kiegészitjilk a G grafot egy s forrds cstccsal és egy ¢
nyeld csticcsal oly médon, hogy minden 7 termeld csicshoz felvesziink egy (s, ) élt b(z)
kapacitassal, és minden i fogyaszt6 cstcshoz egy (i,t) élt —b(i) kapacitdssal. Az egyes
iterdciokban pedig eldszor egy s-bdl inditott legrovidebb tt-kereséssel meghatarozzuk a
csucspotencidlokat, hogy teljesiiljon a redukalt koltség feltétel, majd a maradék héalézat-
ban egy maximdlis folyamot keresiink s-bdl ¢-be kizdrdlag nulla redukalt koltségt éleket
felhaszndlva. Mivel minden redukalt koltség nemnegativ, a taldlt folyamban megjelend
s ~ t utak biztosan legrévidebb utak. Ezen folyam mentén javitva legalabb eggyel csok-
ken az s csucsban a tobblet, tovabbd legaldbb eggyel csokken a ¢ cstcs potencidlja is
(hiszen a kovetkez legrovidebb ut-keresés sordn mar legaldbb egy tdvolsagra lesz s-tol).
Mivel kezdetben az Gsszes tobblet legfeljebb nlU/2 lehet, és egyik csics potencidlja sem
csokkenhet —nC' ald, legfeljebb min{nU/2, nC'} iterdcid lehet, igy az algoritmus miive-
letigénye O ( min{nU,nC}(SP(n,m,nC) + MF(n,m,U))).
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A moédszer onnan kapta a nevét, hogy a linedris programozasban ismert dltaldnos primal—
dudl megkozelitési modot alkalmazza. Egy megengedett dudl megoldast (csticspotenci-
alok) és egy olyan primdl megoldast tartunk nyilvdn, amely megsértheti a mennyiség-
kiegyenlitettségi feltételt, viszont teljesiil rdjuk a complementary slackness kritérium.
Ezutdn minden 1épésben el6szor a lehetd legtdbbet javitunk a primdl megolddson, majd
modositjuk a dudl megoldast. Ez a primal-dudl elv sok kombinatorikus optimalizalasi
problémara, s6t az dltalanos linedris programozasi feladatra is alkalmazhato, és tobbnyire
igen hatékony algoritmusokat eredményez.

2.2.4. Out-of-Kilter modszer

Yakovleva 1959-ben, Minty 1960-ban és Fulkerson 1961-ben [25] egymastol fliggetleniil
dolgozta ki az Un. out-of-kilter algoritmust, kés6bb Aashtiani és Magnanti pedig kifej-
lesztette ennek egy O(mU SP(n,m,nC)) idejl véltozatit. A mddszer az el6zGekhez
hasonléan bizonyos feltételeket folyamatosan fenntart, a tobbit pedig az egyes iterdciok
sordn legrovidebb ut-keresésekkel igyekszik elérni. Itt azonban egy megengedett folyam-
bdl kiindulva éppen a mennyiségkiegyenlitettségi feltételt biztositjuk mindvégig, a kapa-
citaskorlatokat és az optimalitasi kritériumot viszont nem.

Az algoritmus minden élhez egy kilter szamot rendel, amely azt a minimalis értéket jeloli,
amellyel novelve vagy csokkentve az élen folyo folyam nagysdgat teljesiil a kapacitas-
feltétel €s a complementary slackness optimalitasi feltétel. Ezutdn minden iterdcidéban
egy legrovidebb tt-kereséssel meghatdrozott kor mentén javitunk, és ezéltal csokkentjiik
valamely €l kilter szamat, egészen addig, amig mar nem létezik pozitiv kilter szdmmal
rendelkezd (out-of-Kilter) €l.

2.2.5. Relaxacios modszer

1985-ben Bertsekas [9], majd 1988-ban Bertsekas €s Tseng [10] kifejlesztett relaxd-
cids algoritmusokat, amelyek az el6z6ekben bemutatott primdl-dudl mddszer speciélis
véltozatai voltak. Mélyrehat6 szadmitési elemzéseket végeztek, és kozzétettek hatékony
FORTRAN implementiciokat RELAX, illetve RELAXT néven. Az 6 eredményeik,
tovdbba Grigoriadis [BX], valamint Kennington és Wang vizsgalatai szerint a gyakor-
latban ezek az algoritmusok és a kovetkezd szakaszban targyalt hal6zati szimplex mdéd-
szerek dltalaban jéval hatékonyabbnak bizonyultak a meglévé tobbi implementicidnal,
annak ellenére, hogy a legrosszabb esetben csak nagysdgrendileg gyengébb 1€pésszam-
korlatok adhaték rajuk. Azokban az esetekben viszont, amikor a hal6zatban kis terme-
1és/fogyasztas értékek szerepeltek, az ismételt legrovidebb ut mddszer volt a leggyorsabb.
Ezen szamitési tesztek dontd tobbségét Klingman, Napier és Stutz NETGEN [4Y9] prog-
ramjdval generalt véletlen hal6zatokon végezték.

A relaxdcidos modszer az egészértékli programozasi feladatok megolddsdra hasznalt
Lagrange relaxacié elvét alkalmazza. Ennek értelmében az 7 csucsra vonatkozd ter-
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melés/fogyasztas feltételt beszorozzuk egy m(i) értékkel, és az eredményt kivonjuk a
célfiiggvénybdl. Az igy kapott relaxalt feladat a kovetkez6: rogzitett m potencidlfiigg-
vény esetén hatdrozzuk meg a

w(mr) = mln Z cwijLZ ( Z x;; + Z xﬂ) 24)

(i,J)EE eV :(i,j)EE j:(ji)eEE

értéket a

feltételek mellett. A redukalt élkoltségekre bevezetett jeloléssel a fenti célfiiggvény egy-
szerlibb formdban is felirhat6:

w(m) = mln Z ng%‘f’z (26)

(i,5)EE 1S%

Mindkét alakbdl kozvetleniil adédik, hogy azonosan nulla 7 fliggvény esetén az eredeti
célfiiggvényt kapjuk vissza.

Az algoritmusban egy 7 potencialfiiggvényt és ehhez egy, a fenti értelemben optimélis x
folyamot tartunk nyilvdn, amely nem feltétleniil megengedett. Belathatd, hogy ilyenkor
teljesiil a redukalt koltség optimalitasi feltétel. Ezutdn minden 1épésben a 7 potencialt
megtartva az x folyamot véltoztatjuk oly médon, hogy az optimalitasi feltétel tovabbra
is teljesiiljon, és legaldbb egy csucsban csokkenjen a tobblet, vagy modositjuk a 7 fiigg-
vényt, és ehhez keresiink optimalis = folyamot, amelyekre w(7) nagyobb, mint az el5z8
iteraciéban volt. Ha mér egyik csticsban sincs tobblet, akkor x egy optimélis megoldasa
az eredeti feladatnak.

2.2.6. Halézati szimplex médszer

G. B. Dantzig, aki az altaldnos linedris programozasi feladatra a szimplex médszert kidol-
gozta, 1951-ben ennek specidlis valtozataként bemutatta az elsd hdlozati szimplex (net-

work simplex) algoritmust a kapacitaskorlatok nélkiili széllitasi feladatra, késobb pedig
ezt altaldnositotta a minimdlis koltségii folyam feladatra.

Ez az algoritmus tehdt az eddigiektdl merdben eltérd megkozelitési médot alkalmaz:
a szimplex mddszer elvét valdsitja meg a graf terminolégidban, kdzvetleniil a hdlézaton.
Ennek alapjat az a felismerés adja, miszerint a minimalis koltségli folyam probléma —
mint linedris programozdsi feladat — bazis megolddsainak feszit6fak feleltethet6k meg. A
(primal) halézati szimplex algoritmus miikodése sordn mindvégig egy alkalmas feszitofa-
szerkezetet tartunk nyilvan, amely meghatdroz egy megengedett folyamot, és az egyes
1épésekben ennek célfiiggvényértékén probalunk javitani. Ehhez kivalasztunk egy olyan
élt, amelyet a fdhoz hozzavéve kialakul egy negativ koltségli kor, majd ezen kor men-
tén javitva a fa egyik €lét kicseréljiik a belépd €lre. Beldthatd, hogy megfelel6 feltételek
biztositdsa mellett ez az algoritmus véges sok 1épésben optimdlis megoldast eredményez.
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A hélézati szimplex médszer mai népszerliségét az 1970-es években vivta ki, amikor
feszit6fdk kezeléséhez hatékony indexelési modszereket dolgoztak ki. Az elsd ilyen fa-
indexeket Johnson javasolta 1966-ban, majd Srinivasan és Thompson 1973-ban [62], vala-
mint Glover, Karney, Klingman és Napier 1974-ben [28] megvalositotta ezek kiilonbozd
véltozatait. Az altaluk kidolgozott implementécidk, tovabba Bradley, Brown és Graves
[T2] hélézati szimplex algoritmusa a gyakorlatban hatékonyabbnak bizonyult a meglévd
tobbi algoritmusndl. 1977-ben Helgason €s Kennington [39], majd 1980-ban Armstrong,
Klingman €s Whitman [5] kidolgozott dual hal6zati szimplex modszereket is, de ezekkel
nem tudtak olyan j6 eredményeket elérni, mint a primal véltozatokkal.

Zadeh 1973-ban [6Y] olyan szallitdsi feladatokat mutatott be, melyekre az akkor ismert
negativ kor, ismételt legrovidebb tt, primal-dudl, out-of-kilter €s hdl6zati szimplex imp-
lementaciok mindegyike exponencidlisan sok iteraciot végez (kelléen nagy kapacitdsok
és koltségek esetén). Zadeh eredményeinek jelentsége elsGsorban az volt, hogy bizo-
nyos tesztadatok ennyire kiillonboz6 algoritmusok szdmdra egyardnt legrosszabb esetet
jelenthetnek.

Tobb nyilvanos halézati szimplex implementacio is sziiletett FORTRAN nyelven. Ezek
koziil a legismertebbek Kennington és Helgason NETFLOW kddja [46], valamint Grigo-
riadis RNET kddja [38], amelyek késébb szamos kiilonbozd algoritmus szdmadra viszo-
nyitasi alapot képeztek.

Sok kutatés irdnyult polinomidlis hdlézati szimplex algoritmusok kidolgozasara. Goldfarb
€s Hao [B6], valamint Tarjan [64] olyan polinomidlis primal valtozatokat adtak, amelyek-
ben az egyes iterdciok soran megengedett a célfiiggvény értékének novekedése is, Orlin,
Plotkin és Tardos pedig kidolgoztak kiilonb6zd polinomidlis dudl szimplex algoritmuso-
kat [53, 57, 56]. Végiil Orlin [55] mutatta be az elsd olyan polinomidlis primél véltozatot,
amelyben az iterdcidk sordn a célfiiggvény értéke végig monoton csokkenden valtozik.

Ahogy kordbban is emlitettiik, a hdl6zati szimplex a gyakorlatban leggyorsabb mdédszerek
kozé tartozik, ezért az egyik legfontosabb célkitlizésiink volt ennek hatékony megvaldsi-
tasa, amelyet a B-4. alfejezetben targyalunk.

2.3. Polinomialis algoritmusok

A minimalis koltségli folyam feladatra adott legtobb polinomidlis algoritmus valamilyen
skdldzason alapul. Ez a technika szdmos kombinatorikus optimalizdldsi problémara alkal-
mazhatd, és gyakran javithatunk vele a megoldasi médszerek hatékonysagan. Erre a fel-
adatra J. Edmonds és R. M. Karp [21] vezette be a skdlazas elvét 1972-ben, és ezzel
az els6é polinomidlis algoritmust adtdk. A kovetkezd években kevés kutatds folyt ezen
a teriileten, viszont az 1980-as évektdl egyre inkdbb felismerték a skalazas elméleti és
gyakorlati jelent6ségét, a ma ismert legjobb aszimptotikus korldtokat adé algoritmusok
pedig szinte kivétel nélkiil alkalmazzak.

26



A skélaz6 algoritmusok a feladatban adott feltételrendszer helyett annak egy mddosi-
tott, valamilyen A paraméterrel jellemezhetd mértékben gyengitett valtozatabdl indulnak
ki, és ennek megfeleld kozelitdé megoldasok sorozatdn keresztiil haladnak egy optimalis
megoldas felé. Az elsd 1épésben A értékét kellden nagyra valasztva — példaul A = U
vagy A = (C esetén — konnyen adhatunk olyan kezdeti megoldast, amelyre teljesiilnek
a gyengitett optimalitasi feltételek. Az egyes iteraciok sordn pedig A értékét fokozato-
san csokkentjiik, és az aktudlis megoldést egy jobb kozelité megoldassa alakitjuk. Ez az
elv mer6ben kiilonbozé algoritmusokat eredményez attdl fiiggden, hogy mely feltételeket
gyengitjiik, illetve hogy az egyes lépésekben milyen médon javitjuk a kozelitd6 megolda-
sokat. A minimalis koltség(i folyam feladatra két alapvetd skdldzdsi médot alkalmaznak: a
kapacitasskdldzdst (capacity scaling vagy right-hand scaling) €s a koltségskdldzdst (cost
scaling).

2.3.1. Kapacitasskalazoé algoritmusok

Edmonds és Karp fent emlitett algoritmusa az ismételt legrovidebb ut mddszer kapacités-
skalazo valtozata volt. Ebben az algoritmusban a feladat optimalitasi feltételeit kétféle-
képpen is gyengitjiik : egyrészt az aktudlis folyam megsértheti az egyes csicsokra vonat-
koz6 termelés/fogyasztds feltételeket, mdsrészt a maradék hdlézat tartalmazhat negativ
kort. Az egyes iterdciokban pedig a A paraméter aktualis értéke mellett olyan legrovidebb
utak mentén javitunk, amelyeken legalaibb A folyammennyiséget kiildhetiink 4t. Ha mar
nem létezik ilyen tt, akkor A értékét felezve a kovetkezd iteracidba 1épiink, illetve A < 1
esetén az algoritmus befejezddik. Ezzel a skdldzassal a legrovidebb ut-keresések szdma
O(nU)-r6l O(mlog U)-ra csokken, igy az algoritmus O(mlog U SP(n,m,nC")) id6ben
fut.

Ez a mddszer egyszerlisége ellenére elméleti €s gyakorlati szempontbdl is a leghaté-
konyabb algoritmusok kozé tartozik, ezért fontosnak tartottuk, hogy implementaljuk.
A B3 szakaszban részletesen ismertetjiik az dltalunk megvaldsitott valtozatat.

2.3.2. Koltségskalazo algoritmusok

A koltségskdlazas modszerét Rock 1980-ban [58], majd ettdl fiiggetleniil Bland és Jensen
1985-ben [I[1] javasolta. Mindkét algoritmus maximalis folyam-keresések sorozatdval
O(nlogC' M F(n,m,U)) idében oldotta meg a feladatot. Goldberg és Tarjan 1987-ben
[37] az e-optimalitds fogalmét felhaszndlva — amelyet Bertsekas [R] és Tardos Eva [67]
egymadstdl fiiggetleniil fogalmazott meg — nagysdgrendileg tudta javitani Rock algo-
ritmusét, és ezzel O(min{n® n°*m?3 nmlogn}log(nC)) lépésszamkorlatot adtak.
Késbbb kidolgoztak még j6 néhany hatékony implementécidt €s heurisztikat [29], és egy
O(nmlog(n?/m)log(nC)) idejl valtozatot is bemutattak [34].

Goldberg és Tarjan koltségskalazé algoritmusa is a feladat feltételrendszerének gyengi-
tésén alapul. Az egyes iteraciokban a A szerepét betoltd € > 0 paraméter aktudlis értéke
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mellett olyan folyamot allitunk el6, amelyre a maradék hal6zat minden élének redu-
kalt koltsége nagyobb vagy egyenld, mint —e. Ehhez minden 1épésben hasonlé pumpélé
és atcimkézd (push/relabel) miveleteket hajtunk végre, mint amilyeneket a maximalis
folyam feladatra adott el6folyam algoritmus végez. Ezutdn e-t felezve a kovetkez0 iterd-
cioba lépiink, illetve € < % esetén optimalis megoldast kapunk, ugyanis ekkor az 8. 4lli-
tds b) pontja alapjan a maradék hdlézat minden W irdnyitott korére Z(i, few Cij =
= Z(i,j)eW c?j > —en > —1, és mivel minden élkoltség egész, a kor osszkoltsége
nemnegativ, tehat teljesiil az [I0. optimalitdsi feltétel.

2.3.3. Egyéb polinomialis algoritmusok

7 7z

Az el6z6 két szakaszban ismertetett algoritmusokon kiviil 1éteznek egyéb polinomiédlis
modszerek is. Ahuja, Goldberg, Orlin és Tarjan 1988-ban [I] egy olyan algoritmust dol-
gozott ki, amely 6tvozte a kapacitds- és koltségskalazast, és dinamikus fak felhasznalasa-
val egy O(nmloglog U log(nC')) idejd hatékony implementécidt adtak ra. Ezen kiviil a
negativ kor és a hdl6zati szimplex mddszernek is vannak polinomidlis véltozatai, amelye-
ket a 221 és 2 6. szakaszban targyaltunk.

2.4. Erosen polinomialis algoritmusok

Miutdn 1972-ben Edmonds és Karp bemutatta az elsd polinomidlis algoritmust a mini-
malis koltségli folyam feladatra, még sokdig nyitott kérdés maradt, hogy 1étezik-e erésen
polinomidlis megoldéds. Ennek elméleti jelent6ségét tobbek kozott az adja, hogy irraci-
ondlis koltségek és kapacitdsok esetén is alkalmazhaté. Elséként Tardos Eva [67] adott
ilyen algoritmust, kés6bb viszont ezt sok mas erdsen polinomidlis médszer kovette. Orlin
1984-ben [53], valamint Fujishige 1986-ban [24] O(m?logn SP(n,m)) idejt, Galil és
Tardos pedig 1986-ban [26] O(n? logn SP(n,m)) idejd algoritmust fejlesztett ki. Ezutdn
Orlin 1988-ban [54] egy O(mlogn SP(n,m)) = O(mlogn(m+nlogn)) kapacitasska-
14z6 algoritmust adott, amely jelenleg a legjobb erdsen polinomidlis aszimptotikus kor-
latot biztositja. Ezek az algoritmusok tobbnyire az el6z6 alfejezetben targyalt médszerek
modositott, tovabbfejlesztett valtozatai voltak, amelyek a skéldzdson kiviil felhasznéltak
egyéb technikdkat is. Altalaban a kozbenss 1épésekben felismerik, hogy az optimélis meg-

oldas bizonyos részeit mar megtalaltak, és ezeket rogzitve csokkentik a probléma méretét.

Hasonl6 elv érvényesiil a minimadlis dtlagu negativ kor (minimum mean cycle-canceling)
algoritmusban is, amelyet 1988-ban Goldberg és Tarjan [33] mutatott be. Ez az algo-
ritmus a D211, szakaszban tdrgyalt negativ kor médszer O(n?m?logn) idejd speciélis
véltozata, amely minden iterdciéban egy minimalis atlagkoltségii kor mentén javit. Jelen-
t6ségét elsdsorban az adja, hogy a tobbi er6sen polinomidlis algoritmusndl 1ényegesen
egyszerlibb, viszont messze nem olyan hatékony. A B7. alfejezetben ennek az algorit-
musnak a megvaldsitasat is bemutatjuk.
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2.5. Legjobb lépésszamkorlatok

A fejezetben felsorolt eredményeket 6sszegezve az aldbbi tdbldzatban megadjuk a mini-
malis koltségl folyam feladatra a legjobb 1épésszamkorlatokat biztosité algoritmusokat,
elsésorban a [2, 60] konyvek alapjan.

Edmonds és Karp (1970) [21], Tomizawa (1971)

P
O(nU SP(n,m,nC)) ismételt legrovidebb it

Edmonds és Karp (1972) [21]
kapacitdsskdldzds

O(mlogU SP(n,m,nC))

Goldberg és Tarjan (1987) [B2]
koltségskdldzas

Orlin (1988) [64]
tovdbbfejlesztett kapacitdsskdldzds

O(n®3m?log(nC))

O(mlogn SP(n,m))

Ahuja, Goldberg, Orlin és Tarjan (1988) [I]

O(nmloglog Ulog(nC)) kétszeres skdldzds

Goldberg és Tarjan (1990) [34]
koltségskalazds

O(nmlog(n?/m)log(nC))

1. tablazat. A legjobb 1épésszamkorlatokat ad6 algoritmusok
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3. Megvalositas

Ebben a fejezetben az altalunk megvaldsitott minimalis koltségili folyam-algoritmusok
elvét és fobb 1épéseit ismertetjiik, valamint megadunk ezeket szemléltetd pszeudokddokat
is. A fejlesztés célja az volt, hogy tobbféle mddszert minél hatékonyabban implementél-
junk, és ezzel széles korben felhasznédlhat6 eszkozoket dolgozzunk ki. Hirom alapvetden
kiilonboz6 megkozelitési modot alkalmazva 6t algoritmust valdsitottunk meg: a negativ
kor (primdl) médszer egy egyszeriibb és egy er6sen polinomidlis véltozatat, az ismételt
legrovidebb 1t (dudl) algoritmust és annak kapacitasskalazo valtozatat, valamint a hal6zati
szimplex algoritmust. A negativ kor mddszerek megvaldsitdsat elsésorban az egyszer(-
ségiik €és az erGsen polinomidlis valtozat elméleti jelentdsége, a dudl algoritmusok és a
halézati szimplex algoritmus implementdlasat pedig a kiemelkedd hatékonysdguk moti-
vilta.

3.1. Az implementaci6 kerete

A fejezetben bemutatdsra keriild algoritmusokat az E6tvos Lordnd Tudoményegyetemen
fejlesztett LEMON konyvtéar keretében implementéltuk. A LEMON (Library of Efficient
Models and Optimization in Networks) egy grafelméleti, hilozattervezési és egyéb kom-
binatorikus optimalizalasi problémak megolddsara készitett C++ konyvtdr, amely forras-
koddal egyiitt szabadon hozzaférhetd. A programcsomag alapjait a grafszerkezetek és a
grafokhoz kapcsolddé adatok kezelésére kifejlesztett adatstruktirdk, valamint a hatéko-
nyan megvaldsitott grafelméleti és optimalizédlasi algoritmusok adjak. Els6dleges terve-
z€si szempont volt, hogy kiilonb6z6 problémdk megolddsa sordn ezeket az algoritmuso-
kat minél hatékonyabban, ugyanakkor egyszer(ien lehessen alkalmazni, ezért a konyvtér
a modern programfejlesztési elveket kovetve generikus programozasi modszertan sze-
rint késziilt, a C++ Standard Template Library eszkozeinek felhaszndldsdval. A LEMON
konyvtarrol részletesebben a http://lemon.cs.elte.hu cimen tdjékozddhatunk.

A minimalis koltségii folyam-algoritmusok implementaldsa sordan a LEMON 4ltal biz-
tositott eszkozok koziil elsésorban a grafok kezelésére kifejlesztett adatszerkezeteket,
valamint a legrovidebb ut és a maximalis folyam problémara adott ismert algoritmuso-
kat haszndltunk fel: a Dijkstra-algoritmust, a Bellman—Ford-algoritmust és az el6folyam
algoritmust [I5, 21].

3.2. Negativ kor algoritmusok

Az [CI0. optimalitasi feltételbdl kozvetleniil adédik a negativ kor mddszer, amelyet
a 2. szakaszban roviden mér bemutattunk. El6sz6r meghatdrozunk egy megengedett
folyamot, majd minden iterdcidban ennek célfiiggvényértékén probalunk javitani. Ha a
folyamhoz tartoz6 maradék halézatban taldlunk negativ kort, akkor azon a legkisebb
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a maradék hédlézatbdl, ha pedig mér nem taldlunk, akkor az emlitett feltétel értelmében a
folyam optimalis. A B. dbran megadjuk a modszer éltalanos véltozatat, r;;-vel jelolve a
maradék halozat (i, 7) élének maradék kapacitasat.

procedure NEGAT{V KOR MODSZER
egy r megengedett folyam meghatdrozasa
while GG, tartalmaz negativ kort do
egy W negativ kor meghatarozasa
§ < min{r;; : (i,j) € W}
0 egységnyi folyam kiildése a W kor mentén, = és G, frissitése
end while
end procedure

4. dbra. Negativ kor médszer

Mivel feltettiik, hogy minden adat egész, az algoritmus véges sok 1épésben biztosan meg-
talal egy optimalis megoldast (amennyiben létezik megengedett megoldas). Ebbdl pedig
kovetkezik az aldbbi tétel, amelyre mér korabban utaltunk.

3.1. Tétel. Ha a minimdlis koltségii folyam feladatban minden termelés/fogyasztds érték
és kapacitds egész, és létezik megengedett megoldds, akkor létezik egészértékii optimdlis
megoldds is.

Bizonyitds. A tételt a negativ kor mddszer iterdcidinak szamdra vonatkoz6 indukcidval
bizonyithatjuk. Egész kapacitdsok esetén a maximadlis folyam feladatnak létezik egészér-
tékl megolddsa [15, 2], igy az algoritmus els6 1épésében a BX1l. szakaszban bemutatott
médon meghatdrozhatunk egy egészértékii megengedett folyamot. Ha pedig egy iteracid
kezdetén az aktudlis folyam egészértékii, akkor minden maradék kapacitas egész, tehat
a talalt kor mentén tortént javitdssal is ilyen folyamot kapunk. Igy az algoritmus min-
den 1épésében egészértékii folyamot tartunk nyilvan, tehét a taldlt optimélis megoldas is
egészErtéki lesz. W

3.2.1. Megengedett folyam keresése

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a minimalis koltségii folyam feladat egy megengedett
megoldasanak keresése visszavezethetd egy maximadlis folyam feladatra. Ehhez egészit-
siik ki a grafot egy s forrds csuccsal és egy t nyel6 csiccesal oly médon, hogy minden ¢
termel§ csdcshoz felvesziink egy (s, ) élt b(i) kapacitdssal, és minden ¢ fogyaszt6 csics-
hoz egy (i,t) élt —b(7) kapacitassal. Konnyd ltni, hogy ha ebben a grafban keressiink
egy maximélis folyamot s-bdl ¢-be, akkor arra teljesiil a kovetkez6 éllitas.
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3.2. Tétel. Az eredeti feladatnak akkor és csak akkor létezik megengedett megolddsa, ha
a segédgrdfban taldlt maximdlis folyam teliti az dsszes s-bol indulo, illetve az dsszes t-be
vezetd élt, tovdbbd egy ilyen folyam az eredeti grdf élein egy megengedett megolddst ad.

Vegyiik észre, hogy mivel ) ., b(i) = 0, az s-bSl indulé élek pontosan akkor lesznek

27 z

telitve, amikor a t-be vezetd élek, tehat ez a két feltétel ekvivalens.

Bizonyitds. Ha x az eredeti feladat egy megengedett megolddsa, akkor minden (s, ) élre
zrg; = b(i) és minden (i,t) élre x;; = —b(i) vdlasztassal az eredeti graf Osszes csu-
csaban teljesiil a folyammegmaradas feltétele, és mivel s minden kimend, illetve ¢ min-
den bemend kapacitdsa le van kotve, a folyam maximalis. Masrészt, ha a segédgrafban
egy x maximalis folyam teliti az 6sszes s-bdl induld, illetve az Gsszes t-be vezetd €lt,
akkor a folyamot az eredeti graf éleire megszoritva minden csticsban teljesiil a terme-
1és/fogyasztas feltétel, tehit egy megengedett megoldast kapunk. Mivel minden kapacitds
egész, feltehetjiik, hogy az igy talalt folyam is egészértékli. m

A LEMON:-ban viszont szerepel egy, az el6folyam mddszerhez hasonl6 algoritmus, amely
kozvetleniil alkalmazhat6 a megengedett folyam-keresésnél dltaldnosabb feladatra, mely-
ben a termelés/fogyasztas feltételekkel egyenloség helyett kisebb vagy egyenl6 korla-
tozdsokat adunk meg. Ezt alkalmazva elkeriilhet6 a fenti transzformacid, vagyis a graf
lemdsoldsa és kiterjesztése, amely nagysagrendileg annyi id6t igényel, mint egy maxima-
lis folyam-keresés az eléfolyam algoritmus felhasznaldsaval. Igy 4ltaldban hatékonyabb
implementdcidt kaptunk (1. BTl szakasz), ezért ezt a mddszert valasztottuk.

3.2.2. Egyszerii negativ kor algoritmus

Az altalanos negativ kor modszerben nincs meghatdrozva, hogy a negativ koroket milyen
algoritmussal keressiik meg, illetve milyen sorrendben vélasszuk ki. Az egyes valtozatok
hatékonysaga azonban elméleti és gyakorlati szempontbdl is nagyon kiilonb6z6 lehet.

A [I4] cikk szdmos modszert bemutat negativ korok keresésére, amelyek koziil az egyik
legegyszeribb a Bellman—Ford-algoritmuson alapul. Ez az algoritmus egy csticsbol
indul6 legkisebb koltségli (legrovidebb) utakat keres egy grafban, amelyben szerepel-
hetnek negativ élkoltségek is, de nincs negativ kor, azonban alkalmas az utébbi feltétel
ellendrzésére is [19, 2]. Ismert, hogy az algoritmus n — 1 iteracidja utan egy n-edik itera-
ciét is végrehajtva, abban akkor és csak akkor javitjuk valamely cstics tdvolsagcimkéjét,
ha a graf tartalmaz a kezdScsticsbdl elérhetd negativ kort. Ha ugyanis tortént ilyen javitas,
akkor azt egy legaldbb n hosszu séta eredményezte — hiszen az elsé n — 1 iterdcioban még
nem taldltuk meg —, amelynek koltsége minden legfeljebb n — 1 hossza séta koltségé-
nél kisebb, tehat ebben szerepelnie kell egy negativ 0sszkoltségii kornek. Az algoritmus
miikodésébdl adodik, hogy ha ilyenkor az utolsé iterdcidban javitott csucsbol elindulva
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a sziildémutaték mentén visszafelé 1épkediink, akkor el6bb-utébb olyan csticsba jutunk,
ahol mar jartunk, és az igy kapott kor sziikségszertien egy negativ kor lesz.

Ezt a modszert alkalmazva egy egyszer(i negativ kor algoritmus adédik : minden 1épésben
végrehajtjuk a Bellman—Ford-algoritmust, ami O(nm) id6t igényel, majd a sziilémutatok
segitségével meghatdrozunk egy negativ kort (ha ilyen volt), és ezen javitunk, ami O(n)
1épésben megtehets. Mivel a kezdeti megoldds 0sszkoltségének mCU felsd korlatja, és
ezt minden iterdcidban legalabb eggyel javitjuk, az algoritmus O(nm?2CU) id6ben fut.

A gyakorlatban azonban altaldban gyorsabban is taldlhatunk negativ koroket. A Bellman—
Ford-algoritmus szokdsos megvaldsitdsa szerint az egyes iteraciokban felhasznéljuk azo-
kat az eredményeket is, amelyeket az adott iterdcidban mar megkaptunk, igy az algorit-
mus ,.el6reszaladhat”, vagyis a k-adik iterdcioban megtaldlhat k-nél hosszabb sétdkat is.
Ez pedig azt sugallja, hogy egy negativ kor megtaldlasahoz altalaban n-nél jéval kevesebb
iteréacio is elég lehet, amit szdmos mérési eredménnyel ald is tudtunk tdmasztani. A nehéz-
séget az okozza, hogy a Bellman—Ford-algoritmus futdsa sordn nem tudjuk hatékonyan
ellendrizni, hogy taldltunk-e mar negativ kort, ezért érdemes 1donként megszakitani, és
elvégezni ezt az ellendrzést.

Ezek alapjan a fentinél hatékonyabb algoritmust kaphatunk, amelyet az B. 4brdn mutatunk
be. Jeloljon S > 1 és o > 1 egy-egy rogzitett paramétert, és kezdetben legyen K = S.
Minden 1épésben el6szor csak /K Bellman—Ford-iterdciot végziink, és ha ezzel nem tald-
lunk negativ kort, akkor legyen K = oK, majd végrehajtunk djabb K iterdciot. (Vegyiik
észre, hogy ilyenkor nem sziikséges elolrél kezdeniink a Bellman—Ford-algoritmust, foly-
tathatjuk onnan, ameddig eljutottunk.) Igy az algoritmus miikddése sordn eleinte kevés
iteracidval is taldlhatunk negativ koroket, és csak akkor noveljik a K korlatot, amikor
erre mar sziikség van. Ezen kiviil tovdbbi javitdst érhetiink el azéltal, ha egy 1épésben
nem csak egy negativ kort sziintetiink meg. Vegyiik észre ugyanis, hogy a Bellman—Ford-
algoritmus futdsa sordn a sziildémutatok dltal meghatarozott grafban egyszerre tobb csucs-
diszjunkt negativ kor is megjelenhet, amelyek O(n) id6ben megtaldlhatdk.

Megjegyezziik tovabbd, hogy a Bellman—Ford-algoritmusban érdemes minden ¢ csicsot
kezdGestcsnak tekinteni d(i) = 0 tdvolsdggal, ugyanis igy egy kereséssel elérhets lesz
az sszes csucs. Ez annak felel meg, mintha az aktudlis folyamhoz tartoz6 maradék héls-
zatot kiegészitenénk egy olyan forrds csiccsal, amelybdl minden mds csicsba egy nulla

7 2

koltségt él vezet, és ebbdl a csicsbdl inditanank a keresést.

Az algoritmus az dltaldnos médszerhez hasonléan O(nm*CU) id6ben fut, ennél jobb kor-
latot altaldban nem tudunk adni, viszont a gyakorlatban sokkal hatékonyabbnak bizonyult.
Természetesen az S és az o paraméter értéke alapvetGen befolydsolja a futdsidét, ezért
ezeknek szdmos kombindci6jat kiprobaltuk. A mérési tesztjeink alapjan S =2, @ = 2

2
bizonyult a legjobb vélasztasnak (1. B2, szakasz).
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procedure EGYSZERU NEGATIV KOR ALGORITMUS
egy r megengedett folyam meghatdrozasa
K+ S
opt <— hamis > optimdlis-e a megoldds
while — opt do
BF-algoritmus inicializaldsa: Vi € V : d(i) < 0
k<« 0 > végrehajtott BF-iterdciok szdma
c < hamis > taldltunk-e negativ kort
while — c do
legfeljebb min{ K, n — k} BF-iterdcié végrehajtasa, k frissitése
if egy iterdciéban nem tortént javitds then
opt < 1gaz
kilépés a ciklusbol
end if
negativ kor keresése a p(-) sziilémutat6k alapjan
while talaltunk egy W negativ kort do
C < 1gaz
§ < min{r;; : (4,7) € W}
0 egységnyi folyam kiildése a W kor mentén, x és G, frissitése
negativ kor keresése a p(-) sziilémutatok alapjan
end while
if = c then
K + |aK]| > korldt novelése
end if
end while
end while
end procedure

5. ébra. Egyszer(i negativ kor algoritmus

3.2.3. Minimalis atlagi negativ kor algoritmus

Az el8z06 szakaszban targyalt algoritmuson kiviil a negativ kor mddszer egy erdsen poli-
nomidlis valtozatat, a minimdlis dtlagu negativ kor algoritmust [33] is megvaldsitottuk,

amelyet a B. dbrdn mutatunk be. Ez az algoritmus minden iterdcidban egy minima-
lis atlagkoltségli negativ kor mentén javit, tehat egy olyan W kor mentén, amelyre a
(2. yew Cij)/|W | érték minimélis. Beldthatd, hogy ezzel a vélasztdsi szabllyal a nega-
tiv kor médszer erésen polinomidlis id6ben fut.

3.3. Tétel. A minimadlis dtlagii negativ kor algoritmus tetszéleges valos élkoltségek esetén
O(nm?logn) iterdciét végez, tehdt O(n*m?logn) idében fut, egész élkiltségek esetén
pedig O(nmlog(nC)) iterdciot végez, tehdt O(n*m? min{log(nC), mlogn}) idében fut.
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procedure MINIMALIS ATLAGU NEGAT{V KOR ALGORITMUS
egy r megengedett folyam meghatdrozasa
egy minimdlis atlagkoltségli W kor meghatarozasa
while W atlagkoltsége negativ do
§ < min{r;; : (4,j) € W}
0 egységnyi folyam kiildése a W kor mentén, = és G, frissitése
egy minimdlis atlagkoltségii W kor meghatirozasa
end while
end procedure

6. abra. Minimalis atlagu negativ kor algoritmus

Annak ellenére, hogy az algoritmusban semmilyen skéldzdst nem alkalmazunk, a fenti
tétel a koltségskaldzdshoz kapcsolodd e-optimalitds fogalmét felhaszndlva igazolhato.
A részletes bizonyitds megtaldlhaté6 Goldberg és Tarjan [33] cikkében, valamint Ahuja,
Magnanti és Orlin [?] konyvében, mivel azonban meglehet6sen hosszi, jelen dolgozat
keretében nem ismertetjiik.

3.2.4. Minimalis atlagi kor keresése

A minimélis 4tlagud negativ kor algoritmus megvaldsitdsdhoz természetesen sziikségiink
van arra, hogy megkeressiink egy minimadlis atlagkoltségli kort. Erre a feladatra Karp
1978-ban [44] egy O(nm) ideji algoritmust adott, amely a B4. tételen alapul. Mivel egy
irdnyitott kor csak egy erdsen 0sszefiiggé komponensben fordulhat eld, a grafot elszor
bontsuk fel ilyen komponensekre, ami két mélységi keresés felhasznéldsaval O(n + m)
id6ben elvégezhetd. Feltehetjiik tehat, hogy a vizsgalt graf er6sen Osszefiiggd, igy egy
tetsz6legesen rogzitett s csicsabdl minden mas cstcs elérhetd. Jeldlje 0, (i) a pontosan k
éIbdl 4ll6 legrovidebb s ~» i séta koltségét, illetve legyen 5 (i) = oo, ha ilyen séta nem
1étezik. Ekkor teljesiil az aldbbi tétel [I5, 44].

3.4. Tétel (Karp tétele). A grdfban szerepld irdnyitott korok dtlagkoltségének mini-

A = min max M
i€V 0<k<n—1 n—=k

muma.

Ebbdl a tételbdl kiindulva kénnyen adhaté egy dinamikus programozasi algoritmus a
minimalis kordtlag kiszamitasara. A [. 4bran Karp eredeti algoritmusdnak altalunk meg-
valdsitott véltozatat mutatjuk be, amely egy minimalis 4tlagd kort is meghataroz. A 6 (7)
értékek mellett nyilvantartunk py(¢) sziilémutatokat is, amelyek segitségével az algorit-
mus 4altal adott ¢* csticsbdl kiindulva megkaphatunk egy minimalis atlagi kort.

Erre a feladatra szdmos mds megolddsi médszer is ismert [I8, T9], amelyek tobbnyire
Karp algoritmusdnak tovabbfejlesztett, kiilonb6z6 heurisztikdkkal javitott véltozatai,
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illetve kozelitd algoritmusok. Ezeket azonban nem valdsitottuk meg, ugyanis a minimalis
atlagi negativ kor algoritmus — elméleti jelent6sége ellenére — a gyakorlatban 6sszehason-
lithatatlanul lassabbnak bizonyult az dsszes tobbi modszernél, amelyet implementéltunk,
beleértve a B2, szakaszban bemutatott negativ kor algoritmust is.

procedure KARP-ALGORITMUS

for k < 0 ton do > inicializdlds
for alli ¢ VV do
0k (1) <= o0 > a k élbél dllé legrovidebb s ~ i séta hossza
pr(i) < NIL > az i-t megeldzd csiics ebben a sétdban
end for
end for
do(s) <0
for k < 1tondo > k() és pi (i) értékek meghatdrozdsa

for all (i, j) € FE do
if 0x—1(4) + ¢;j < 9x(j) then
O0k(J) ¢ Op—1(i) +cij
pr(j) <1
end if
end for
end for
A* =00 > a minimdlis kordtlag
forall: € V do
A —00 > a minimdlis kordtlag az s ~ 1 sétdkban
for k < 1ton do
A < max{\, (6,(i) — 0x(7))/(n — k)}

end for
if A\ < \* then
A=A > az dtlagkoltsége egy minimadlis dtlagu kornek
17— > egy ilyen kor szerepel az n élbol dllo s ~ 1* sétdban
end if
end for

end procedure

7. abra. Karp-algoritmus

3.3. Dual algoritmusok

Ebben az alfejezetben bemutatjuk az dltalunk megvaldsitott két dudl modszert: az ismé-
telt legrovidebb ut algoritmust, valamint ennek kapacitasskaldzo véltozatat. Mindkettd a
legjobb 1épésszamkorldtokat adé algoritmusok kozé tartozik, és a gyakorlatban is igen
hatékonyak.
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3.3.1. Ismételt legrovidebb it algoritmus

Az ismételt legrovidebb ut modszert a 27, szakaszban roviden méar bemutattuk. Ebben
mindvégig olyan folyamot tartunk nyilvdn, amelyre teljesiilnek a nemnegativitdsi és
kapacitasfeltételek, viszont megsértheti a termelés/fogyasztas feltételeket, valamint olyan
csucspotencidlokat, amelyekkel erre a folyamra teljesiil a redukdlt kolts€g optimalitdsi
feltétel. Ez kezdetben azonosan nulla folyammal és azonosan nulla potencidlfiiggvénnyel
konnyen biztosithatd. Ezutdn minden 1épésben kivdlasztunk egy cstcsot, ahol még tobb-
let van, és ebbdl folyamot kiildiink egy hidnnyal rendelkez$ csicsba a maradék héalézat
egy, a redukalt koltségek szerint vett legrovidebb dtja mentén. Tehat arra toreksziink,
hogy végiil teljesiiljenek a termelés/fogyasztds feltételek is, vagyis megengedett folyamot
kapjunk, amely a redukalt koltség feltétel megtartdsa miatt nyilvan optimélis lesz.

Az algoritmus targyaldsahoz el6szor bevezetiink még egy jelolést, majd kimondunk egy
fontos segédallitast. Legyen a tovdbbiakban x egy olyan (nem feltétleniil megengedett)
folyam, amely teljesiti a nemnegativitasi és kapacitasfeltételeket, valamint egy adott 7
potencialfuggvénnyel az [CT1. redukalt koltség optimalitasi feltételt. Jelolje e(i) azt az
eldjeles mennyiséget, amennyivel az ¢ csicsban a kifoly6 és befolyd folyam kiilonbsége
eltér a b(7) termelés/fogyasztas értéktdl:

@)=t — 3w+ S

J:(B)eE J:GeE

Ha e(i) > 0, akkor tébbletnek, ha e(i) < 0, akkor hidnynak nevezzik.

3.5. Allitas. A d fiiggvény jelolje a G, maradék hdlézat csiicsainak egy rogzitett s kez-
dbcsiicstol mért tdvolsdgdt a cf; redukdlt koltségek szerint. Legyen tovdbbd x' egy olyan
folyam, amelyet az x-bol vigy kapunk, hogy egy adott folyammennyiséget dtkiildiink az
s csucsbol valamely mdsik csiicsba egy legrovidebb iit mentén. Ekkor teljesiilnek az

aldbbiak.

a) Az x folyam a 7' = 7 — d potencidllal is teljesiti a redukdlt koltség optimalitdsi
feltételt.

b) cfj' = 0 minden (i, j) élre, amely az s-b6l valamely mdsik csiicsba vezetd legrovi-
debb iiton szerepel.

c) Az 2’ folyam a 7' potencidllal teljesiti a redukdlt koltség optimalitdsi feltételt.

Bizonyitads. Feltettiik, hogy x-re és 7-re teljesiil a redukalt koltség optimalitasi feltétel,
tehdt a G, maradék hdlézat minden (i, j) €élére ¢f; > 0, tovdbbd a d tavolsdgfiiggvényre
teljesiil, hogy d(j) < d(i) + cf; a G, minden (3, j) €élére. Az utébbi feltételbe behelyet-
tesitve a redukalt koltség definicidjdt, azt kapjuk, hogy d(j) < d(i) + ¢;j — 7(i) + 7(j),
vagyis:

’

¢y = cij — (w(i) — d(i)) + (7(j) — d(j)) = 0.
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Ezzel az allitas a) pontjat belattuk.

Egy legrovidebb tton szerepld (i, j) élre d(j) = d(i) + cf;, ebbdl pedig cf; definicidjat
behelyettesitve az el6z6ekhez hasonléan kapjuk, hogy cg = 0, igy beldttuk a b) Ossze-

fliggést is.

Mivel az a) pont szerint az x folyamhoz a 7’ is megfeleld potencidl, az utolsé pont bizo-
nyitdsdhoz csak azokat az éleket kell megvizsgalnunk, amelyeken a G,» maradék halo-
zat kiilonbozhet a G,-t8l. Legyen (i, j) egy tetszGleges éle az adott legrovidebb ttnak,
amelyen folyamot kiildiink. A valtoztatas altal egyrészt az (i, 7) él eltlinhet a maradék
hélézatbol, masrészt belép a (j,7) €l (ha eddig nem szerepelt). Az elGbbi természetesen
nem okoz gondot, és mivel a b) pont alapjan cfj/ = 0, ezért c;r; is nulla lesz, tehat minden
belépd élre is teljesiilni fog a redukalt koltség optimalitasi feltétel. m

Ezek utdn aB. dbran lathaté médon megfogalmazhatjuk az ismételt legrévidebb tt algorit-
must. A fenti dllitds alapjan minden 1épésben egy tobblettel rendelkezd csicsbdl kiindulva
legrovidebb ut-keresést végziink, majd a kapott tdvolsdgoknak megfeleléen médositjuk a
csucspotencidlokat, és folyamot kiildiink egy legrovidebb tt mentén egy hidnnyal ren-
delkez6 csucsba. A potencidlok két szempontbdl is kulcsfontossdgu szerepet toltenek be:
egyrészt igazoljdk az algoritmus helyességét, vagyis a taldlt folyam optimalitdsat, mas-
részt biztositjdk a nemnegativ élkoltségeket a legrovidebb ut-keresésekhez, igy ezeket
Dijkstra algoritmusdval hatékonyan megvaldsithatjuk.

procedure ISMETELT LEGROVIDEBB UT ALGORITMUS
0,70
e(i) < b(i) minden i € V cstcsra

S« {ieV:e() >0} > tobblettel rendelkezd csiicsok
T+ {ieV:e(i) <0} > hidnnyal rendelkezd csiicsok

while S # () do
Dijkstra-algoritmus futtatasa egy v € S csucsbol indulva a GG, hdl6zatban
a cj; redukalt €lkoltségek szerint
if nem értiink el 7-beli csicsot then
kilépés, nem létezik megengedett folyam

end if
legyen P egy legrévidebb 1t v-bdl egy w € T’ csiicsba
T m—d

0 < min{e(v), —e(w), min{r;; : (i,75) € P}}
0 egységnyi folyam kiildése a P it mentén
x, e, G, S, T és aredukalt koltségek frissitése
end while
end procedure

8. dbra. Ismételt legrovidebb ut algoritmus
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Az els6 1épésben azonosan nulla z és m mellett nyilvan teljesiil a redukélt koltség optima-
litasi feltétel, és a B3. 4llitas alapjan ezt minden iterdcidéban fenntartjuk. Ha mar nincsen
tobblettel rendelkezd csucs, akkor az algoritmus véget ér, az eredmény pedig biztosan egy
megengedett optimdlis folyam lesz. (Vegyiik észre, hogy >, i, b(i) = 0 miatt az S # ()
és a T # () feltétel ekvivalens.) Ezen kiviil azt kell még beldtnunk, hogy ha 1étezik meg-
engedett megoldés, akkor az algoritmus nem akad el, vagyis minden 1épésben taldlunk
megfeleld utat, amely mentén javithatunk. Ezt mondja ki az aldbbi tétel.

3.6. Tétel. A minimdlis koltségii folyam feladatnak akkor és csak akkor létezik megen-
gedett megolddsa, ha az ismételt legrovidebb it algoritmus minden lépésében bdrmely
v € S csiicsbol elérhetd valamely w € T csiics.

Bizonyitds. A tétel egyik fele nyilvanvalo: vegyiik észre, hogy az algoritmus futdsa sordn
az S és a T halmaz nem bdviilhet, igy ha minden 1épésben taldlunk megfeleld utat, akkor
az algoritmus véges sok 1épésben egy megengedett folyamot eredményez. A masik irdny
igazoldsdhoz vegyiik alapul a B21l. szakaszban adott strukturat. Tegyiik fel, hogy 1éte-
zik megengedett megoldds, és legyen = az algoritmus egy koztes 1€pésében nyilvantar-
tott folyam. Egészitsiik ki a G, maradék hélézatot egy s forrds csticcsal és egy ¢ nyeld
csdcesal oly mddon, hogy minden ¢ termeld cstcshoz felvesziink egy (s, ¢) €lt, és minden
i fogyaszté csicshoz egy (i, t) élt. Egyszerti meggondoldssal adodik, hogy az (s, i) éleken
ug; = b(i), xy; = b(i) —e(1), az (i, t) éleken pedig uy = —b(i), v = e(i) —b(i) valasztds-
sal minden valddi csucsban egyenld lesz a kifoly6 és befoly6 folyam nagysdga, vagyis egy
s—t folyamot kapunk. Legyen v € S tetszdleges csucs. Ekkor v biztosan termel$ csics
volt, tehat létezik (s, v) él, amely még nincs telitve. Mivel feltettiik, hogy a feladatnak
1étezik megengedett megoldasa, a B72. tétel alapjan biztosan létezik olyan s ~» ¢ javitout,
amely 4thalad a v csdcson, ugyanis a maximélis folyam az (s, v) élt is teliti. Ez a javi-
tout pedig biztosan dthalad valamely w € 7' csucson is, hiszen a 7" halmazban mar nem
szerepld fogyasztdé csicsokbdl a ¢ csicsba vezetd élek mar telitve vannak. Tehat ennek
az utnak az eredeti maradék halézatba es6 része éppen egy megfeleld v ~» w utat ad, és
ezzel a tétel masik irdnyat is belattuk. |

A fenti tétellel tehdt igazoltuk az algoritmus helyességét. Mivel ) .., b(i) = 0,és U a
|b(7)] értékek felsd korlatja, kezdetben legfeljebb nlU/2 lehet az dsszes tobblet, amelyet
minden iterdciéban csokkentiink, igy az algoritmus O(nU S P(n, m,nC)) id6ben fut.

A megval6sitds sordn azonban alkalmaztunk még egy fontos javitdst, amellyel az algorit-
mus lényegesen gyorsabbd tehetd. Az egyes iterdcidk sordn nem sziikséges minden cstics
tdvolsdgit meghatdroznunk, a Dijkstra-algoritmust megszakithatjuk akkor, amikor vég-
legesen cimkéz egy hidnnyal rendelkez$ w csucsot, vagyis amikor meghatdroz egy oda
vezetd legrovidebb utat. Ezutdn a 7 potencidlt a kovetkez6képpen modosithatjuk :

(i) = m(i) — d(i), haazicsdicsot mar véglegesen cimkéztiik;
| 7(4) —d(w) kiilonben.
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A B3. allitas bizonyitasahoz hasonldan erre a 7’'-re is igazolhatjuk mindhdrom sziikséges
feltételt. Vegyiik észre tovabba, hogy egy potencidlfiiggvényhez egy konstans értéket hoz-
zéadva minden redukdlt koltség valtozatlan marad, tehat a fenti modositassal egyenértékl
a kovetkezd:

(i) = 7(i) — d(i) + d(w), haazi csticsot mar véglegesen cimkéztiik;
| w(4) kiilonben.

Igy viszont csak azoknak a csticsoknak kell médositanunk a potencidljat, amelyeket a
Dijkstra-algoritmus véglegesen cimkéz, tehat az adott iterdcidban a tobbi csuccsal sem-
milyen miveletet nem kell végezniink.

A B. fejezetben ismertetett mérési eredmények azt mutatjdk, hogy ezzel a mddositas-
sal az algoritmus meglehetdsen hatékony, kiilondsen olyankor, amikor minden terme-
1és/fogyasztas érték viszonylag kicsi.

3.3.2. Kapacitasskalazoé algoritmus

Megvalésitottunk egy kapacitdsskdlazé algoritmust is, amely Edmonds és Karp eredeti
modszerének [21] egy modositott véaltozatan alapul. Az utébbi algoritmus Orlintdl szér-
mazik [54], aki ebbdl kiindulva fejlesztette ki a legjobb ismert er6sen polinomidlis futasi
1d6t ad6 algoritmust.

El6szor Orlin algoritmusét targyaljuk, amelyrdl bizonyitjuk, hogy polinomidlis idében
fut, majd bemutatjuk az altalunk médositott valtozatot is. Az el6bbihez azonban sziiksé-
giink lesz egy tovébbi kikotésre: tegyiik fel, hogy a GG grafban barmely két cstcs kozott
oly médon, hogy valamely rogzitett s csticsra a graf minden més ¢ csicsdhoz felvesziink
egy (s,1) és egy (i, s) élt kell6en nagy kapacitassal és élkoltséggel. Egy optimalis meg-
oldas ezeket az éleket nyilvan nem fogja haszndlni, tehat az igy kapott feladat ekvivalens
az eredetivel.

Az ismételt legrovidebb it modszer alapvetd hatranya az, hogy az egyes 1épésekben olyan
utakat taldlhatunk meg, amelyeken csak kis folyammennyiséget tudunk atkiildeni. A vizs-
galt algoritmus ezt a jelenséget igyekszik kikiiszobolni kapacitdsskdldzé technika alkal-
mazasaval. Minden iterdcioban a A paraméter aktualis értéke mellett olyan legrovidebb
utakat keresiink, amelyeken legaldbb A egységnyi folyamot kiildhetiink 4t. Amennyiben
ilyen utat mar nem taldlunk, felezziik A értékét, és végrehajtunk egy djabb fazist. Kez-
detben A = 2U°8U) ésa A = 1 fazis befejezésekor egy megengedett folyamot kapunk,
amely egyben optimdlis is lesz, hiszen a redukalt koltség optimalitési feltételt itt is meg-
tartjuk.

Az algoritmus targyaldsdhoz vezessiink be még néhany djabb jelolést. Legyen Sa a leg-
alabb A tobblettel, T pedig a legaldbb A hiannyal rendelkezs csticsok halmaza. Minden
1épésben egy v € S csucs és egy w € Ta cstcs kozott keresiink legrovidebb utat, és
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azt szeretnénk, hogy ezen az uton az Osszes él maradék kapacitdsa is legaldbb A legyen.
Ennek megfelelden vezessiik be az adott = folyamhoz tartozé G2 A-maradék hdldzatot,
amely a G, grafnak a legalabb A maradék kapacitasu éleibdl all6 részgrafja. Az egyes
iterdcick sordn a G2 halézatban keresiink legrovidebb utakat, és ebben a grafban min-
den élre biztositjuk a redukélt koltség optimalitdsi feltételt, a G, hdl6zat A-ndl kisebb
maradék kapacitdsu éleire viszont nem. Ezen fogalmak felhaszndldsdval az algoritmust
a @. abran mutatjuk be.

procedure KAPACITASSKALAZO ALGORITMUS
4+ 0,1+ 0
e(i) < b(i) minden i € V cstcsra
A «— 9llog U]
while A > 1 do
for a G2 minden (i, j) élére do
if ¢j; < 0 then
r;; egységnyi folyam kiildése az (i, j) élen
z, e, GxA frissitése
end if
end for
Sa<«{ieV:e(i)> A}
Th < {ieV:e(i) < -A}
while Sx # () and Tx # 0 do
egy v € Sa ésegy w € Tx cstcs kivélasztdsa
Dijkstra-algoritmus futtatdsa a v csticsbdl indulva a G2 hélézatban
a cj; redukalt €lkoltségek szerint
legyen P a taldlt legrovidebb v ~» w it a G2 halézatban
T TmT—d
A egységnyi folyam kiildése a P Gt mentén
z, e, Gf, Sa, Ta és aredukalt koltségek frissitése
end while
A+ A2
end while
end procedure

9. dbra. Kapacitasskalazo algoritmus

Egy fazis akkor ér véget, ha Sa vagy Ta iires lesz, vagyis amikor a kovetkezd fazisba
lépiink, az dj A érték mellett e(i) < 2A minden 7 csucsra vagy e(i) > —2A minden
1 csticsra. Tehdt a csicsokban megjelend Gsszes tobblet — amely megegyezik az 0sszes
hidnnyal — legfeljebb 2nA lehet (ez nyilvan igaz a legels6 fazisban is). Minden fazisban
a G2 halézatba belépnek azok az élek, amelyek maradék kapacitdsa A és 2A kozott van.
Ezekre nem feltétleniil teljesiil a redukdlt koltség optimalitasi feltétel, ezért a fazis elején
ezt ellendrizziik. Ha valamely (i, j) €lre a cf; redukalt koltség negativ, akkor ezt az €lt
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telitjiik, és ezzel kiiktatjuk a maradék halézatbdl, az ezéltal belépd megforditott élre pedig
cj; = —c;; miatt teljesiil az optimalitési feltétel. Ezen €lek maradék kapacitésa kisebb,
mint 2/, tehdt a telitések hatdsdra az osszes tobblet novekedése kevesebb, mint 2mA.
Osszegezve tehdt minden fazis elején 2(n + m)A az 6sszes tobblet egy felsé korlétja.

Minden lépésben egy v € Sa csticsbdl egy w € Ta csicsba kiildiink folyamot. Mivel
feltettiik, hogy az eredeti grafban barmely két cstics kozott vezet kelléen nagy kapacitdsu
irdnyftott dt, a G2 hél6zatban is biztosan taldlunk utat v és w kozott. Ezen az dton A
egységnyi folyamot atkiildve a v csicsban A-val csokkentjiik a tobbletet. A fazis elején
viszont legfeljebb 2(n + m)A az 6sszes tobblet, ezért legfeljebb 2(n + m) ilyen javitast
végezhetiink. A fazisok szdma pedig nyilvan O(log U), tehdt az algoritmus teljes miive-
letigénye O(mlog U SP(n,m,nC)).

A helyesség belatasahoz vegyiik észre, hogy mivel minden adat egész, A = 1 esetén
G2 = G,, gy az algoritmus végén a maradék hdlézat minden élére biztositjuk a redukalt
koltség optimalitdsi feltételt. Tehat az eredményiil kapott folyam pontosan akkor haszndl

Ujonnan hozzavett nagy koltségi €lt, ha az eredeti feladatnak nem létezik megengedett
megoldasa.

A megval6sitds sordn azonban szerettiilk volna elkeriilni a fent targyalt grafatalakitast.
Ehhez viszont mddositanunk kell az algoritmust is, hiszen ebben az esetben egy adott
Iépésben kivalasztott v € S csicsbdl kiindulva nem feltétleniil fogunk alkalmas utat
taldlni. Ilyenkor megtehetjiik azt, hogy ezt a csticsot kivessziik Sa-bdl, és csak a kovet-
kez6 fazisban probaljuk meg a tobbletét elkiildeni. Ha azonban A = 1 esetén is van ilyen
csucs, akkor a feladatnak nem létezik megengedett megoldasa.

Az 0sszehasonlitds érdekében a transzformdcié alkalmazasdval megvaldsitottuk az ere-
deti algoritmust is. A két valtozat minden tesztadatra kdzel azonos mennyiségii legro-
videbb ut-keresést végzett, viszont az eredeti algoritmus atlagosan 20 %-kal lassabbnak
bizonyult, a grafatalakitds koltségét nem szamitva (1. B2, szakasz).

Ezen a javitdson kiviil egyéb moddositasokat is végeztiink. Itt is alkalmaztuk az el6z6
szakaszban mdr targyalt technikdt, miszerint az egyes 1épésekben nem hatarozzuk meg
az Osszes csucsba vezet6 legrovidebb utat. Amikor az elsé w € T cstcsot véglegesen
cimkézziik, akkor a Dijkstra-algoritmus futdsat megszakitjuk, és a potencidlokat az el6z6
szakaszban megadott médon véltoztatjuk meg. A gyakorlatban az is jelentds javitasnak
bizonyult, ha a megtalalt legrovidebb utakon A egységnyi folyam helyett minden esetben
a lehetd legnagyobb folyammennyiséget kiildjiik at (amely nyilvan A és 2A kozott van).
Vegyiik észre tovabbd, hogy az algoritmus helyességét nem befolydsolja, hogy a A értékét
az egyes fazisokban milyen médon csokkentjiik. Megtehetjiik tehat, hogy nem felezziik,

hanem egy tetszdlegesen rogzitett K > 1 egésszel osztjuk el.

Ezekkel a modositasokkal a 0. abran megadott algoritmust kapjuk, amelynek helyességét
a B6. tétel bizonyitasdhoz hasonldan igazolhatjuk.
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procedure MODOSITOTT KAPACITASSKALAZO ALGORITMUS
4+ 0,1+ 0
e(i) < b(i) minden i € V cstcsra
A K [logg U]
while A > 1 do
for a G2 minden (i, j) élére do
if ¢j; < 0 then
r;; egységnyi folyam kiildése az (i, j) élen
z, e, GxA frissitése
end if
end for
Sa<«—{ieV:e(i)> A}
Tah < {ieV:e(i) < -A}
while Sx # () and Tx # 0 do
egy v € Sa csucs kivdlasztdsa
Dijkstra-algoritmus futtatdsa a v csticsbdl indulva a G2 hélézatban
a c;; redukalt €lkoltségek szerint
(az elsd T'a-beli csics végleges cimkézésekor befejezziik a keresést)
if nem értiink el T'A-beli csdcsot then
if A > 1 then
SA — SA \ {'U}
ugras a kovetkez6 iteracidba
else
kilépés, nem létezik megengedett folyam
end if
end if
legyen P egy legrovidebb tt v-bdl egy w € T)a cstcsba
for all : € V, amelyet a Dijkstra-algoritmus véglegesen cimkézett do
7(i) + 7(i) — d(i) + d(w)
end for
d < min{e(v), —e(w), min{r;; : (i,75) € P}}
0 egységnyi folyam kiildése a P it mentén
z, e, Gﬁ, Sa, Ta és aredukalt koltségek frissitése
end while
A+~ A/K
end while
end procedure

10. dbra. Modositott kapacitdsskdldzo algoritmus
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3.4. Halozati szimplex algoritmus

Az el6z6 két alfejezetben bemutatott algoritmusokon kiviil megvalésitottuk a primdl halé-
zati szimplex algoritmust is, amely a mérési tesztjeink alapjan egyértelmiien a leghaté-
konyabbnak bizonyult. Ennek a mdédszernek kiterjedt irodalma van, melybdl elsGsorban
Ahuja, Magnanti és Orlin [?] konyvét, valamint Kelly és O’Neill [45] dolgozatat vettiik
alapul. Az utébbi online elérhetd, €s az algoritmus elméleti elemzésén til pszeudokd-
dok formdjaban bemutatja egy hatékony megvalositas részleteit is, amelyhez képest nem
alkalmaztunk lényeges modositasokat. Ezért hivatkozva ezen forrdsokra az aldbbiakban
minddssze egy attekintést adunk a hélézati szimplex mddszerrdl, és csak a kiilonbdz6
pivotalasi szabdlyokra tériink ki részletesebben, melyek az implementacié meghatirozé
részét képezik.

A hélézati szimplex mddszer a korlatozott véltozokat kezeld dltaldnos szimplex médszer
egy modositott véltozata, amely kihaszndlja a minimalis koltségii folyam feladat speci-
alitdsait. Az egyes véltozoknak a graf élei felelnek meg, a bazismegolddsoknak pedig
olyan feszit6fdk, amelyek élein a folyamérték tetsz6leges lehet, de a tobbi élen nulldval
vagy az él kapacitdsaval egyezik meg. Beldthatd, hogy ha egy minimalis koltségli folyam
feladatnak 1étezik optiméalis megoldésa, akkor 1étezik optimalis bazismegoldas is.

Az algoritmusban tehat mindvégig egy feszit6fat, annak élein megfeleld folyamértéke-
ket (primdl megoldas), valamint csucspotencidlokat (dudl megoldds) tartunk nyilvan, és
az egyes iteraciok sordn az aktudlis célfiiggvényértéken igyeksziink javitani. A redukalt
élkoltségek alapjan kivélasztunk egy fan kiviili élt, amely megsérti az T2, complemen-
tary slackness optimalitdsi feltételt, és hozzavessziik a feszit6fahoz (a bazishoz). Ezutan
az igy kialakult kor mentén javitunk, és egy legkisebb maradék kapacitasu élét kivessziik a
bazisbol. Ezt az élcserét és a feszitdfa-szerkezet frissitését egyiitt pivotdldsnak nevezzik.

2.2 2

Ha a grafban mar nincs alkalmas belépd €l, akkor a taldlt megoldas optimalis.

procedure HALOZATI SZIMPLEX MODSZER

egy megengedett bazismegoldast ado feszitofa-szerkezet meghatarozasa

while 1étezik olyan fan kiviili é1, amely megsérti az optimalitasi feltételt do
a belépd €l kivélasztasa
a belépd €l hozzavétele a feszit6fdhoz, a kialakult kor mentén javitas,

és a kilépd él meghatdrozdsa

a feszit6fa-szerkezet, a folyamértékek és a potencidlok frissitése

end while

end procedure
11. dbra. Hal6zati szimplex médszer
Az algoritmus implementicidja a feszitdfa-szerkezet hatékony megvaldsitdsan alapul,

ugyanis ezzel biztositjuk, hogy egy pivotdlast gyorsan el lehessen végezni. Az ehhez
kidolgozott kiillonb6z6 faindexeket és azok frissitésének maddjat részletesen bemutatja
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Kennington és Helgason [26] konyve. Az egyik lehetséges modszer — amelyet mi is meg-
val6sitottunk —, hogy minden cstiicshoz nyilvantartjuk a rogzitett gyokér csicstol vald
tavolsagat (mélységét), egy mutatét a sziildcsicsara, valamint egy olyan indexet, amely a
fa egy adott mélységi bejarasdban a kovetkezd csiicsot jeloli. Ezek felhaszndldsaval O(n)
1dében meghatarozhatjuk a kilépd €lt, és elvégezhetjiik a sziikséges frissitéseket.

A hélézati szimplex algoritmus tulajdonképpen a negativ kor médszer egy specidlis valto-
zata, amelyben a nyilvéntartott feszitdfa és a csticspotencidlok segitségével O(m) idGben
taldlhatunk negativ kort. Bizonyos esetekben viszont ezen nem tudunk pozitiv folyam-
mennyiséget folyatni (vagyis a kor valamely éle valdjdban nem része a maradék halozat-
nak), igy ezekben az un. elfajult 1épésekben nem tudunk javitani.

Nagy méretli minimadlis koltségil folyam feladatokon végzett tesztek szerint egyes prob-
lémaosztilyok esetén a pivotdldsok tobb mint 90 %-a elfajult lehet, és az algoritmus nem
is lesz feltétleniil véges. Ezen problémdk megoldésdra az un. szigoru megengedett feszito-
fdk alkalmazasa bizonyult a leghatékonyabbnak, amelyet Cunningham [[6]], valamint t6le
fiiggetleniil Barr, Glover és Klingman [[Z] javasolt. Egy megengedett feszit6fa-szerkeze-
tet akkor neveziink szigorian megengedettnek, ha minden csticsbdl kiildhetiink pozitiv
folyammennyiséget a fa élein a gyokérbe a kapacitaskorlatok megsértése nélkiil. A kilépd
€l alkalmas megvélasztasdval minden 1€pésben szigori megengedett feszitdfat kapunk.
Beldthato, hogy ez a technika biztositja az algoritmus végességét, valamint a gyakorlatban
jelentSsen csokkenti az elfajult pivotdlasok szamét, de legrosszabb esetben ez tovabbra is
exponencidlis lehet. Adhatok azonban olyan pivotdldsi szabédlyok, amelyekkel ez is elke-
riilhetd. Cunningham [I'7], valamint késébb Goldfarb, Hao és Kai [37] is kidolgozott ilyen
modszereket, amelyek tobbnyire azon alapulnak, hogy minden €l csak bizonyos 1d6ko-

zonként, periodikusan 1éphet be a bazisba.

3.4.1. Pivotalasi szabalyok

A haldzati szimplex algoritmus megvaldsitasdnak legkritikusabb része, hogy a pivotéla-
sok sordn milyen médszerrel valasztjuk ki a belépd élt. Egyrészt ez az egyes iterdcidok
leglassabb, O(m) idejl miivelete, masrészt alapvetGen befolyésolja az iterdciék szamat.
Osszesen ot kiilonbozé pivotdldsi szabdlyt valdsitottunk meg, amelyeket az aldbbiakban
ismertetiink, a B26. szakaszban pedig bemutatjuk az ezeket 0sszehasonlité mérési teszt-

jeink eredményét.

Legelso €l valasztasa

A legegyszerlibb stratégia az, hogy egy rogzitett bejarasi sorrend szerint mindig a leg-
elsd élt valasztjuk, amelyre nem teljesiil az optimalitasi feltétel. A gyakorlatban ezt tgy
érdemes megvaldsitani, hogy minden keresést az el6z6 1épésben taldlt él utan kezdiink,
€s a bejards végére érve az elso €ltdl folytatjuk. Ennek a médszernek a legfobb elénye,
hogy minden 1épésben gyorsan taldl belépd €lt, viszont ezzel gyakran csak viszonylag kis
mértékben tudunk javitani a célfiiggvény értékén.
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Legjobb él valasztasa

Dantzig egy masik természetes mddszert javasolt: minden 1€pésben vélasszuk azt az élt,
amelynek redukdlt koltsége a legnagyobb mértékben sérti meg az optimalitdsi feltételt.
Egy ilyen élen az egységnyi folyamhoz tartoz6 javitds maximdlis, ezért virhatéan ez a
valasztas meglehetdsen kevés iteraciot eredményez, amit az altalunk végzett tesztek ered-
ményei is aldtdmasztottak. Ehhez viszont minden 1épésben meg kell vizsgdlnunk az 6sszes
élt, igy a szabdly Osszességében nem tul hatékony.

Blokkos keresés

A blokkos keresési szabdly az el6z6 két modszer egyfajta 6tvozése, amelyet Grigoria-
dis [B8] dolgozott ki. A cél az, hogy meglehetdsen gyorsan, de egyuttal viszonylag jé
belépd élt taldljunk, ezért minden 1€pésben az élek rogzitett méretli blokkjait nézziik at,
€s azokbdl valasztjuk ki a legjobb €lt. Minden keresést az el6z0 iteracioban kivalasztott
€l utdn inditunk, és el6szor csak egy blokknak megfeleld szdmu élt vizsgalunk meg, majd
ha ezek kozott nincsen alkalmas €1, akkor ujabb blokkokkal folytatjuk. Ezdltal minden
€lt csak periodikusan valaszthatunk ki, ami Cunningham kordbban emlitett vizsgdlatai

alapjdn 4ltalaban jelentdsen csokkenti az elfajult pivotdldsok szdmat.

A moddszer egy fontos paramétere a blokkméret, amely egy kompromisszumot haté-
roz meg a keresési id6 €s a megtaldlt éleken dtlagosan elérhetd javitds mértéke kozott.
A B8, szakaszban bemutatott mérési eredményeink alapjan 2,/m bizonyult a legjobb
valasztasnak (ahol m az élek szama).

Jeloltlista

Egy masik gyakran alkalmazott megkozelitési mod az, hogy a valaszthaté (jelolr) élekbdl
bizonyos id6kdzonként listat épitiink, €s a kovetkez6 pivotdlasok sordn ebbdl valasztunk.
Mulvey [52] adta az els6 ilyen mddszert, amelynek miikodését alapvetden két paraméter
szabdlyozza: egyrészt megadjuk a jeloltlistak maximalis méretét, masrészt azt, hogy leg-
feljebb hany iterdcion keresztiil haszndljuk Sket. A felépitett listdkbol mindig a legjobb
élt vélasztjuk ki, és kozben toroljiik azokat, amelyekre az el6z6 pivotdlasok kovetkezté-
ben mar teljesiil az optimalitdsi feltétel. Amikor a lista kiiiriil, vagy elérjiik a megadott
korlatot, akkor uj listat épitiink.

A tesztelés sordn ugy kaptuk a legjobb eredményeket, ha a listaméretet az élek szamanak
2 %-ara vélasztottuk, és egy listat legfeljebb negyed ennyi iteracion keresztiil hasznéltunk.

Rendezett jeloltlista

Az el6z6 médszer a gyakorlatban nem bizonyult hatékonynak, ezért kidolgoztuk egy javi-
tott valtozatit. Ebben a listakra csak olyan éleket vesziink fel, amelyek legalabb egy adott
mértékben megsértik az optimalitdsi feltételt, mdsrészt a felépitett listdkat rendezziik, igy
a kovetkezd iteraciok sordn gyorsabban tudunk valasztani.

A mérési tesztjeink alapjan a listdk maximadlis hosszét az élek szdmdanak 1 %-ara vélasz-
tottuk, €s a listaépités soran csak olyan éleket vettiink figyelembe, amelyek redukalt kolt-
ségének abszolut értéke legaldbb az eddig taldlt optimalis érték 25 %-a.
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4. Tesztelés

A megvaldsitott algoritmusok paramétereinek beéllitdsdhoz, az implementécids részletek
kidolgozasdhoz, valamint a kiilonb6z6 médszerek 0sszehasonlitdsdhoz szdmos sebesség-
mérési tesztet végeztiink. A programokat openSUSE 10.2 operécids rendszer alatt, gcc
4.1.2 forditoval, —O2 optimalizdcié hasznélatdval forditottuk le, és a limetta.cs.elte.hu
szerveren futtattuk, amely két Inte]l® Xeon™ 3.20 GHz (2 MB cache) processzort és 2 GB
memoridt tartalmaz.

4.1. Tesztadatok

A hasznalt tesztfajlokat a NETGEN programmal hoztuk 1étre, amelyet 1974-ben Kling-
man, Napier €s Stutz fejlesztett ki [49], és késdbb szdmos algoritmus teszteléséhez alkal-
maztdk. A program megadott paraméterek fiiggvényében véletlen hildzatokat generdl:
el6szor olyan éleket rogzit, amelyek egy megengedett folyamot biztositanak, majd az igy
kapott grafot boviti véletlenszerGen.

A . tdblazatban megadjuk a 1étrehozott tesztfajlcsoportokban szerepld haldzatok szadmat
és méretét. Az STD megnevezésii csoportokban dltalanos minimalis koltségii folyam fela-
datok szerepelnek, koztiik az a leggyakrabban vizsgélt 40 probléma, amelyet a NETGEN
program készitd tettek kozzé. Ezen csoportokban a termeld €s fogyasztd csicsok szdma
altaldban 100 és 1000 kozott valtozik, az ssztermelés tobbnyire 1—-4 millid, az élek kapa-
citdsa pedig ezekhez igazodik. Az SPR és DEN hdl6zatokat az STD3 és STD4 osztalybdl
vélogattuk ki: az SPR csoport 6 ritka grafbdl all, amelyekre 2n < m < 5n, a DEN cso-
port pedig 4 strlibb grafbol, amelyekre 30n < m < 50n. A TRA csoport 14 széllit4si
feladatot tartalmaz (1. X3, szakasz), az ASG csoport pedig 8 hozzarendelési feladatot
(1. C24. szakasz), tehat mindkettSben paros grafok szerepelnek, tovabba az utébbi eset-
ben minden termelés/fogyasztas €rték €s kapacitas egy.

Csoport db  Csiicsok szdma (n) Elek szdma (m)

STD1 20 200 — 400 1000 - 5000
STD2 15 750 — 1500 3000 — 10000
STD3 15 3000 — 8000 15000 — 80000
STD4 12 10000 — 20000 50 000 — 500 000
SPR 6 5000 — 15000 15000 - 50000
DEN 4 10000 — 15000 300000 - 500 000
TRA 14 400 — 1000 10000 - 50000
ASG 8 1000 - 2000 5000 — 25000

2. tablazat. Tesztadatok

47



4.2. Algoritmusok valtozatai

A kovetkezdkben bemutatjuk és 6sszehasonlitjuk a megval6sitott algoritmusok kiilonb6z6
paraméterértékeinek €s modositdsainak gyakorlatban mért hatdsiat. A megadott tablaza-
tokban mindig az egyes csoportok fajljaira kapott dtlagos futdsi idék szerepelnek mdsod-
percben mérve (a fajl beolvasdsat és a hdlozat felépitését nem szamitva).

4.2.1. Megengedett folyam keresése

A B. tdbldzatban Osszehasonlitjuk a megengedett folyam keresésére adott két megol-
dédsi modszert, amelyeket a B2l szakaszban targyaltunk. A megvaldsitdshoz a LEMON
konyvtar Preflow és Circulation osztélyait hasznaltuk, amelyek nem ezen fejlesztés kere-
tében késziiltek, viszont a vizsgalt problémara a negativ kor algoritmusokban alkalmaztuk
Oket.

Grdfmdsolds  Preflow  Madsolds és  Circulation

és -dtalakitas Preflow
STD1 0,0007 0,0003 0,0010 0,0004
STD2 0,0015 0,0009 0,0024 0,0011
STD3 0,0102 0,0130 0,0232 0,0106
STD4 0,0831 0,0584 0,1415 0,1153
TRA 0,0073 0,0031 0,0104 0,0045
ASG 0,0043 0,0008 0,0051 0,0017
Osszesen: 0,1071 0,0765 0,1836 0,1336

3. tdblazat. Megengedett folyam keresése

4.2.2. Egyszerii negativ kor algoritmus

A B. tdblazatban bemutatjuk a B2 szakaszban ismertetett negativ kor algoritmus meg-
valésitasa sordn alkalmazott javitdsok hatdsat.

A) A Bellman-Ford-algoritmus iterdcidinak szdmét nem korldtozzuk (mindig n itera-
ciét végziink), és minden lépésben csak egy kor mentén javitunk.

B) A Bellman—Ford-algoritmus iterdciéinak szdmat korldtozzuk (S = 2, a = g), és
minden 1épésben csak egy kor mentén javitunk.

C) A Bellman—Ford-algoritmus iterdciéinak szdmat korldtozzuk (S = 2, a = g), és
minden 1épésben az dsszes megtaldlt kor mentén javitunk.

48



A B C

STD1 111,76 0,28 0,28
STD2 6261,51 3,58 3,44
ASG 52,12 0,39 0,29
Osszesen: 642539 4,25 4,01

4. tablazat. Az egyszer( negativ kor algoritmus javitdsainak hatdsa

S és a megvalasztdsara szamos kombindciét kiprobéltuk, az B. és B. tdblazatban néhany
jellemz6 értéket kivalasztva kiilon-kiilon szemléltetjiik a két paraméter hatdsat. Egyér-
telmen S = 2, o = % bizonyult a legjobbnak, ezért haszndltuk a B. tabldzatban ezt a
valtozatot, és a tovdbbiakban bemutatott dsszehasonlitdsokban is ez szerepel.

a:% a:% oz:;z a=2 a:g a=3

STD1 0,29 0,28 0,29 0,31 0,36 0,41
STD2 3,86 3,44 4,73 4,49 6,98 10,64
ASG 0,33 0,29 0,28 0,31 0,31 0,34
Osszesen: 448 4,01 9,30 5,11 7,65 11,39

S=1 §=2 =3 S=4

STD1 0,25 028 0,35 0,53
STD2 3,00 344 523 11,17
ASG 0,31 0,29 029 0,31
Osszesen: 4,06 4,01 5,87 12,01

6. tablazat. Az S paraméter hatdsa o = % esetén

4.2.3. Minimalis atlagi negativ kor algoritmus
A B3, szakaszban bemutatott minimadlis atlagd negativ kor algoritmus a gyakorlatban

kifejezetten lassinak bizonyult, annak ellenére, hogy a minimaélis atlagd kor keresésére
Karp algoritmusat hatékonyan megvaldsitottuk. A [. tidbldzatban az el6z6 szakaszban
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vizsgélt egyszerl negativ kor algoritmussal hasonlitjuk dssze: a javitdsok nélkiili véltozat-
ndl ugyan joval gyorsabb (mivel kevesebb iterdciot végez), a javitott valtozatnal azonban
sokkal lassabb.

Minimalis dtlagii Egyszerii negativ kor algoritmus

negativ kor alg. Javitdsok nélkiil  Javitasokkal
STD1 19,82 111,76 0,28
STD2 628,76 6261,51 3,44
ASG 119,81 52,12 0,29
Osszesen: 768,39 6425,39 4,01

7. tdblazat. A negativ kor algoritmusok Osszehasonlitisa

4.2.4. Ismételt legrovidebb it algoritmus

A B. tdblazat a B3 1. szakaszban ismertetett ismételt legrovidebb tt algoritmus legfonto-
sabb javitdsdnak hatdsat mutatja be: az egyes 1épésekben a Dijkstra-algoritmust csak az
els6 hidnnyal rendelkezd csucs eléréséig futtatjuk.

Teljes futtatas Elsd taldlatig Ardny
STD1 0,065 0,015 23,08 %
STD2 0,163 0,047 28,83 %
STD3 33,274 3,248 9,76 %
TRA 5,131 0,548 10,68 %
ASG 0,658 0,026 3,95 %
Osszesen: 39,291 3,884 9,89 %

8. tdblazat. Dijkstra-algoritmus futtatdsa az elsé talélatig

4.2.5. Kapacitasskalazoé algoritmus

A B3 szakaszban targyalt kapacitdsskdlazé algoritmus eredeti és dltalunk kidolgozott
véltozatat a B. tdbldzatban hasonlitjuk Ossze.

A Dijkstra-algoritmust ebben a médszerben is csak az elsd megfeleld csucs eléréséig fut-
tatjuk, aminek hatdsat a [0. tdblazatban szemléltetjiik. Itt is ez bizonyult a legjelentdsebb
javitasnak.

A . tdblazat pedig a K skdlazasi paraméter szerepét mutatja: dtlagosan K = 2és K = 3
esetén kaptuk a legjobb futdsi idoket. A tovabbiakban mindig a K = 2 értéket hasznaljuk.
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Eredeti algoritmus Modositott vdltozat Ardny
STD1 0,018 0,015 83,33 %
STD2 0,049 0,038 77,55 %
STD3 1,545 1,075 69,58 %
STD4 15,206 12,381 81,42 %
TRA 0,344 0,302 87,79 %
ASG 0,031 0,027 87,10 %
Osszesen: 17,193 13,838 80,49 %

9. tdblazat. A kapacitdsskaldzo algoritmus médositdsdnak hatdsa

Teljes futtatas Elso taldlatig Ardny
STD1 0,078 0,015 19,23 %
STD2 0,141 0,038 27,66 %
STD3 18,486 1,075 5,88 %
TRA 2,227 0,302 13,56 %
ASG 0,484 0,027 5,58 %
Osszesen: 21,416 1,457 6,80 %

10. tablazat. Dijkstra-algoritmus futtatdsa az els6 taldlatig

K=2 K=3 K=4 K=5 K=6 K=8

STD1 0,015 0,013 0,013 0,011 0,014 0,015
STD2 0,038 0,034 0,033 0,034 0,034 0,035
STD3 1,075 1,085 1,160 1,123 1,201 1,292
TRA 0,302 0,298 0,321 0,304 0,286 0,301
ASG 0,027 0,028 0,027 0,027 0,028 0,027
Osszesen: 1,457 1458 1554 1,499 1,563 1,670

11. tdblazat. A skdldzasi paraméter hatdsa

4.2.6. Halézati szimplex algoritmus

A 2. tdblazatban, valamint a 2. és [3. dbrdn Osszehasonlitjuk a B-4. alfejezetben bemu-
tatott hdlézati szimplex algoritmus kiillonb6z6 pivotélési szabdlyokon alapulé véltozatait.
Minden esetben a leghatékonyabbnak talalt implementaciot és a legjobb paraméterértéke-
ket alkalmaztuk.
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Legelsé él  Legjobb él  Blokkos  Jeloltlista Rendezett

vdlasztasa vdlasztdsa — keresés jeloltlista
STD1 0,006 0,010 0,004 0,022 0,008
STD2 0,024 0,069 0,017 0,200 0,033
STD3 0,935 2,278 0,355 5,766 0,880
STD4 3,229 53,083 1,919 111,211 2,988
SPR 1,948 4,493 0,799 13,178 2,011
DEN 3,139 08,801 1,664 120,795 2,564
TRA 0,085 0,252 0,045 0,404 0,089
ASG 0,041 0,218 0,029 0,594 0,046

Osszesen: 9,407 119204 4,832 252,170 8,619

12. tdblazat. Pivotalasi szabdlyok 6sszehasonlitdsa

Egyszertisége ellenére egyértelmiien a blokkos keresés bizonyult a leghatékonyabb pivo-
talasi szabalynak, ezért szamos tesztet végeztiink a blokkméret beallitasdhoz. Grigoriadis
[B8] az élek szdmanak 1-8,5 %-4t javasolta, mi azonban a kiilonb6z6 méretdi hal6zatokra
nagyon eltérd ardny esetén kaptuk a legjobb futdsi idoket, ami a [3. tdbldzatban is 1athat6.
Azt talaltuk, hogy az optimélis blokkméret nem az élek szadmdval, hanem inkdbb annak
négyzetgyokével ardnyos, a legjobb eredményeket pedig |2+/m | esetén kaptuk.

m/50 m/100 m/200 m/300 |2/m]

STDI 0,004 0,004 0,005 0,005 0,004
STD2 0,017 0,018 0,021 0,025 0,017
STD3 0,357 0,338 0,408 0,490 0,355
STD4 2954 2260 1,922 1,885 1919
SPR 0954 0,787 0,865 1,030 0,799
DEN 2756 2,014 1,652 1,666 1,664
TRA 0,045 0046 0052 0055 0,045
ASG 0,028 0,031 0,036 0,041 0,029

Osszesen: 7,115 5498 4961 5197 4,832

13. tablazat. Blokkméret hatasa blokkos keresés esetén
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12. 4bra. Pivotalasi szabalyok 0sszehasonlitasa (logaritmikus skéla, 3n < m < 8n)
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13. abra. Pivotélési szabalyok dsszehasonlitdsa (logaritmikus skéla, 8n < m < 25n)
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4.3. Osszehasonlitas

A [4. tabldzatban a megvalodsitott 6t algoritmus legjobb véltozatéat hasonlitjuk 6ssze. Egy-
értelmien a hdlézati szimplex mddszer bizonyult a leghatékonyabbnak, de a dudl algorit-
musok is meglehetdsen gyorsak, s6t a hozzdrendelési feladatokra (ASG), ahol az dsszter-
melés, illetve az élek kapacitdsa alacsony, valamivel gyorsabbak a halézati szimplexnél.
A negativ kor mdodszerek viszont sokkal lassabbak, ezért a nagyobb hdl6zatokra nem is
futtattuk le Sket.

Egyszerii  Min. dtlagu Ismételt Kapacitds- Hadlozati
negativ kor negativ kor  legrovidebb it skdldzds — szimplex

STD1 0,28 19,82 0,015 0,015 0,004
STD2 3,44 628,76 0,047 0,038 0,017
STD3 188,44 - 3,248 1,075 0,355
STD4 - - 15,869 12,381 1,919
SPR - - 4,261 1,858 0,799
DEN - - 19,887 9,211 1,664
TRA - - 0,548 0,302 0,045
ASG 0,29 119,81 0,026 0,027 0,029
Osszesen: 43,901 24,907 4 832

14. tablazat. Algoritmusok dsszehasonlitdsa

A 4. és 3. abrén szintén az egyes modszerek futdsi idejét hasonlitjuk 6ssze —a minimalis
atlagi negativ kor algoritmus kivételével — kiillonbozé stirliségli hdlézatokon. Mindkét
grafikon a csicsok szamdnak fliggvényében abrazolja a masodpercben mért futdsi iddket.
(A hasznalt tesztfajlokat az STD csoportokbdl valogattuk ki.)
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14. abra. Algoritmusok dsszehasonlitdsa (logaritmikus skdla, 3n < m < 8n)
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15. abra. Algoritmusok 6sszehasonlitdsa (logaritmikus skéla, 8n < m < 25n)
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A fejlesztés sordn kiillonosen fontos szempont volt az is, hogy a megvaldsitott méd-
szereket 0sszehasonlitsuk mdsok 4ltal adott implementédcidkkal. Erre a célra egyértel-
miien a széles korben ismert és alkalmazott LEDA programcsomag (www.algorithmic-
solutions.com) volt a legalkalmasabb, amely a LEMON-hoz hasonléan szamos adatszer-
kezet és algoritmus hatékony megvaldsitdsat tartalmazza, haszndlata azonban nem ingye-
nes. Az dsszehasonlitdsok sordn a LEDA 5.0 verzidt hasznaltuk, és az ezzel késziilt prog-
ramot ugyanolyan feltételek mellett forditottuk és teszteltiik, mint a sajat algoritmusokat.

A [3. tdblazatban megadjuk a LEDA konyvtarban megvaldsitott minimélis koltségii
folyam eljarés futdsi idejét az egyes problémaosztalyokra, 0sszevetve az édltalunk adott
halézati szimplex implementicidval. Ezen eredmények alapjan megéllapithatjuk, hogy
a hélézati szimplex a legtobb esetben hatékonyabb. Az Osszehasonlitisban a legmeg-
hatdrozébb paraméternek a graf siirlisége bizonyult: a nagyméretli és kifejezetten ritka
halézatokon, ahol az élek szdma legfeljebb a csucsok szamanak 5-10-szerese (STD3,
SPR), a LEDA hatékonyabb, a kisebb méreti (STD1, STD2, TRA, ASG), valamint a

7

stiribb (STD4, DEN) grafokon viszont a hal6zati szimplex algoritmus jéval gyorsabb.

Hdlozati szimplex LEDA

STDI 0,004 0,007
STD2 0,017 0,024
STD3 0,355 0,230
STD4 1,919 2,578
SPR 0,799 0,309
DEN 1,664 3,424
TRA 0,045 0,084
ASG 0,029 0,037
Osszesen: 4,832 6,693

15. tablazat. Hal6zati szimplex — LEDA 6sszehasonlitas

A [H. és . abran adott grafikonokkal a haldzati szimplex algoritmusnak és a LEDA
eljarasdnak futdsi idejét szemléltetjiik kiillonboz6 stirliségli grafokon.
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16. abra. Hél6zati szimplex — LEDA 6sszehasonlitds (log. skdla, 3n < m < 8n)
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17. abra. Hal6zati szimplex — LEDA 0sszehasonlitds (log. skdla, 8n < m < 25n)
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5. Osszefoglalas

Az aldbbiakban 0sszefoglaljuk munkank legfontosabb eredményeit.

— Mélyrehatdan vizsgaltuk a minimélis koltségii folyam modell elméleti hétterét és a
kiilonb6z6 megolddsi mddszereket.

— Harom alapvetden kiilonb6z6 megkozelitési modot alkalmazva hatékonyan megva-
l6sitottunk 6t algoritmust, illetve azok tobb véltozatit.

— Kidolgoztunk egy egyszerli negativ kor algoritmust, és a tesztelési eredmények
alapjan meghatédroztuk a paramétereinek optimalis értékét.

— Megval6sitottuk a minimalis 4tlagd negativ kor algoritmust, amely er6sen polino-
midlis id6ben fut, a gyakorlatban viszont sokkal lassabbnak taldltuk a tobbi mdd-
szernél.

— Az ismételt legrovidebb ut modszert €s a kapacitasskdldzé algoritmust jelents javi-
tasokkal valdsitottuk meg. Egyszertiségiik ellenére mindkét implementacié megle-
het&sen hatékonynak bizonyult.

— A héldzat szimplex algoritmushoz megvaldsitottunk és dsszehasonlitottunk tobb-
féle pivotalasi stratégiat. A legjobb futdsi idoket a blokkos keresés, valamint a ren-
dezett jeloltlistdkat haszndld, dltalunk kidolgozott szabédly eredményezte. Az el6bbi
modszer alapos tesztelése alapjdn arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az 4ltala-
nos gyakorlattal ellentétben a blokkméretet nem az élek szamdval, hanem annak
négyzetgyokével ardnyosan érdemes megvdlasztani.

— A fenti szabdlyt alkalmazva egyértelmiien a hal6zati szimplex algoritmus bizonyult
a leghatékonyabbnak az 4ltalunk megvaldsitott médszerek koziil. A legtobb esetben
gyorsabb a széles korben alkalmazott LEDA programkonyvtar minimélis koltségi
folyam eljrasanal is. Altaldban elmondhat6, hogy a nagyméretii és elég ritka gra-
fokon hatékonyabb a LEDA, ellenben a kisebb hdl6zatok, valamint a nagymérett,

7

de siirlibb hal6zatok esetén a halézati szimplex gyorsabb.

A fejlesztés sordn késziilt C++ forrasfijlok bekeriiltek a LEMON programkonyvtarba
(http://lemon.cs.elte.hu).
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