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Linearis program(LP)

A lineéris programozasi feladatban adott A : | x J — R métrix,
b:l -Résc:J—Rvektor. Az IS és|-azl ésJ=J>ésJ™ a
J diszjunkt felbontasa.
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Megoldasok halmaza P, az optimalis megoldas x*, az optimalis
megoldas érték opty.



Linearis program dualis
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Megoldasok halmaza D, az optimalis megoldas y*, az optimalis
megoldas értek opty.



Dualitas tétel

A dualitas tétel alapjan a primal és a dual feladatra a kévetkez6
esetek k6zll az egyik érvényes:

@ opty = opty € R

@ P=10ésopty =—0

@ D=(és opty =

@ P=0ésP=10
Kiegészitd tdbblet (complementary slackness) tétele, Iétezik olyan
primal-dual megoldas par:

® Vic [5re by — > Ajx; és y; kdzil csak az egyik lehet nem

nulla.

@ VjeJ2re Y Ajyi — ¢ és x; koztil csak az egyik lehet nem
nulla.



Elsd példa

Adott egy gyar, ami alkatrészekbdl allit elé termékeket, majd
azokat adott aron eladja. A modellben feltételezzik, hogy a
gyarnak adott alkatrész készlete, amibdl gyartani szeretne, de
nem szeretne Ujabb alkatrészt venni. Feltételezzik, hogy a gyar
minden terméket el tud adni, és gyartas mennyisége nincs
hatassal az eladasi arra. Tovabba feltételezzik, hogy az alkatrész
és a termék is szabadon feloszthato, tért mennyiségeket is el lehet
késziteni, eladni.



Elsd példa .. .

A feladatban az i. alkatrészbdl a j. termék eldallitasahoz pontosan
Aj mennyiség kell. Az /. alkatrészbdl pontosan b; all
rendelkezésre, mig a j. arut pontosan ¢; aron adjuk el. A j.
termékbdl x; mennyiséget termeljlik, ezaltal a profit maximalizalas
feladata a kovetkezd médon irhaté fel:
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Elsd példa .. .
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A feladat ugy értemlezhetd, hogy rendeljiink az alkatrészekhez
arat, hogy az a kdvetkezd értelemben redlis legyen. Egy terméket
alkatrész aron ne értékeljink kevesebbre, mint az eladasi ara, és
minimalisra értékeljik a gyar vagyonat. Mivel a dualités tétel
teljeslll, ezért igy a gyar vagyonat ugyanannyira értékeljik, mint a
megszerezhetd profitot.



Masodik példa

A két személyes zérdbsszegl jatékok egy egyszerl modellt
nyujtanak sok tipusu problémara. A két szerpld valaszthat
egymastol figgetlenll alternativak kézil. A két szerepld
valasztasatél fliggden az egyik valamennyire j6l jar mig a masik
ugyanennyire jar rosszul. A feladatot egy M € R™ ™ matrixszal
szoktak jellemezni, az A jatekos valaszt egy i sort, B egy j
oszlopot, és ezaltal A nyer M értéket, mig B veszit ugyanennyit.



Masodik példa ...

Elso Iépésként nézzik meg, hogy hogyan hatarozhatjuk meg az
optimalis stratégiat. Vegylk B kevert stratégidjat, ezt x1, xo, ..., Xm
valtozokkal irhatjuk le, ahol x; az j. oszlophoz tartozé
valészinliség, természetesen a valdszinliségek 6sszege egy,
Z}L x; = 1. Ha Aismerné B kevert stratégiajat, akkor kdnnyen
tudna stratégiat valasztani, ugyanis az i. sorban varhaté
nyereménye >_"; Mjx;, ezéltal azon sorokhoz, ahol a vérhat6
érték nem maximalis, nulla valésziniiséget rendelve, a lehetd
legjobb déntést hozta. Nyilvan B-nek az a célja, hogy A minél
kevesebbet tudjon nyerni, igy A nyereményének a sorok szerint

varhaté maximumat szeretné minimalizalni.



Masodik példa ...

A feladat formalizélasahoz egy segédvaltozét vezetiink be:
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feladatot.



Harmadik példa

A legrévidebb utak problémaja az egyik legismertebb grafelméleti
feladat. Legyen adott egy G(V, A) gréf, egy s kezdd csucs, egy ¢
cél csucs és egy A — R koltségfliiggvény az éleken. A feladat tobb
polinomialis algoritmus ismert, nem negativ élsulyok esetén a
Dijkstra alkoritmus, vagy altaldnos esetben a Bellman-Ford
algoritmus, de most megmutatjuk, hogy hogyan lehet formalizalni
a feladatot linearis programozas segitségével.



Harmadik példa . ..

Minden élhez rendeljiink egy f; valtozo6t, ami 0 vagy 1 értéket
vehet fel, attél fliggéen, hogy az Gton van-e vagy nincs. A
kdvetkezd allitast fogalmazzuk meg a program segitségével: az
dsszes csucsbdl, kivéve s-et és t-t ugyanannyi ut él jon ki, mint
amennyi bemegy. Ugyanez az érték t-ben plusz egy:
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Harmadik példa . ..

Tekintsik a feladat dualisat:

Ty — Ty < Cyy uveAu+#s
Ty > Csy sve A
max ¢,

vagy kisebb atfogalmazassal:

Ty — Ty < Cuv uveA
s = 0

max ¢

A 7, lényegében egy alsé becslést ad minden u csucs
tavolsagara, mig a célfiiggvény miatt a legnagyobb ilyen alsé
becslést fogjuk megkapni az a t csucsra. A komplementaris
tobblet tétele alapjan, csak azokat az éleket valaszthatjuk be az
Utba, amire feszes a « fliggvény, azaz =, — 7, = Cyy.



Negyedik példa

A maximalis folyam probléma informalisan a kdvetkezd: Van egy
csbhalézat egyiranyl(ezt nehéz elképzelni) csdvekkel, és ezek a
csbvek csomoépontokban talalkoznak. Minden csének van egy
kapacitasa, ami azt mondja meg, hogy adott idéegység alatt
mennyi vizet tudunk atjuttatni rajta. Es adott egy forras és egy cél
csucs. Mennyi vizet tudunk dsszesen atjuttani a rendszeren, és az
egyes csOveken mekkora folyam folyik at?



Negyedik példa . ..

Formalizaljuk a feladatot grafelmélet segitségével. Legyen

G = (V, A) gréaf, a csomopontok felelnek meg a graf csucsainak, a
csovek pedig az éleknek. A csdvek kapacitasat adja meg a

c: A — R flggvényt, és s a forrast, t a cél csucsot. Az éleken
athaladé folyam, f : A — R lesz a linearis progrmozasi feladat
valtozoi:
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Negyedik példa . ..

Most vegyik a dudlis feladatot:
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Szintén egyszerUsithetjik kissé a felirast:
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Negyedik példa . ..

A dudlis a minimalis vagas problémajat fogalmazza a grafban,
avagy bontsuk X és és V \ X részre a csucshalmazt, hogy s € X
éste V\ X, ésaz X és V\ X kézétt mend élek 6sszsulya
minimalis. A dualitas tétel alapjan bizonyithatdé a maximalis
folyam—minimalis vagas tétele, mig a komplementaris tébblet
alapjan kapjuk, hogy a vagason atmend élek telitettek.



Az 1gf file

@nodeset

coords label
(-260,-77) 1
(=29,-146) 2

(434,99) 38
@edgeset

capacity label
1 3 7 1
1 2 5 2
1 6 4 3
2 8 7 15
@nodes
source 1
target 8
@end
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Graf betdltése 1g£-bdl

#include <lemon/graph_reader.h>

ListGraph graph;

ListGraph: :EdgeMap<double> cap (graph) ;

ListGraph: :NodeMap<dim2: :Point<double> > coords (g
ListGraph: :Node s, t;

GraphReader<ListGraph> gr("file.lgf", graph);
gr.readEdgeMap ("capacity", cap);

gr .readNodeMap ("coords", coords);

gr.readNode ("source", s);

gr.readNode ("target", t);

gr.run();



Graf kirajzolasa

#include <lemon/graph_to_eps.h>

graphToEps (graph, "file.eps").
coods (coords) .run () ;

Sok paraméter megvaltoztathaté:
@ nodeScale()

nodeShape()

edgeWidths()

edgeWidthScale()

drawArrows()

arrowWidth()

arrowLength()



Feladatok

@ Minimalis koltségi s, t t

@ Minimalis szélesség s, t Ut

@ Maximalis s, t folyam

@ Maximalis s, t folyam minimalis megtett Gttal
Variansok

@ Feliras primal feladat alapjan

@ Feliras dudl feladat alapjan



